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LIVRE CINQUIÈME. 


DES INTÉGRALES. 


Om 


CHAPITRE PREMIER. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


294. Nous avons indiqué dans le premier livre | chap. 
AIT et IV] les principes de la théorie des quadratures et 
de l'intégration des fonctions d’une seule variable : prin- 
cipes dont la connaissance nous était dès lors utile, tant 
pour nous former une idée générale de la nature et des 
applications de l’analyse infinitésimale, que pour l’éclair- 
cissement de certains points de doctrine que l’on a cou- 
tume de rattacher au calcul différentiel. Maintenant 
nous entrons dans le calcul intégral proprement dit; et 
il s’agit d’abord d'étudier les procédés d’après lesquels, 
étant donnée une fonction différentielle d’une seule va- 
riable, on trouve son intégrale, quand on peut exprimer 
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analytiquement cette intégrale sous forme finie, en n’em- 
ployant que les fonctions al gébriquesou les fonctions 
transcendantes déjà connues. 
Lorsque, pour intégrer une fonction fxdx, on la dé- 
compose en plusieurs autres dont on connait les inté- 
_grales, ce procédé s'appelle intégration par décompost- 
tion. Exemple : 


dx (sin*x + cos “æ)dz dx 
sin?x COST sin?æ COS? x cos? x sin?xr 


= tang TZ — COtx + const. 


Si l’on pose 
L= COPA T 0 ICE, 
la fonction fxdx deviendra une fonction différentielle 
de t, de la forme 
J(ot).o'tdr. 
En admettant que l’on sache intégrer cette dernière 
fonction, il suffira de substituer pour /, après l’inté- 
gration, sa valeur en x, et l’on aura l'intégrale de la 
proposée, Ce procédé s'appelle intégration par substi- 
tution. 
Ainsi, pour avoir l'intégrale 
xdx L. 
a+ «°° 
on posera 
xt, d'où RUE 


l'intégrale proposée deviendra 
k mr —- log (£+-a°) + const. — = log (x° +4 )+ const. 
2] (+ «° 2 2 

Ces deux artifices de calcul, joints à celui de l’enté- 
gration par parties [55], sont d’un usage continuel, et 
la pratique apprend à les combiner de manière à arriver 


par la voie la plus courte au résultat cherché : on en 


. Pi « 
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7. Fa 


INTÉGRATION DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 5 


verra de nombreux exemples dans ce qui doit suivre. 


$ 1°. Fonctions rationnelles. 
4 
295. Une fonction différentielle de x, algébrique, ration- 
nelle etentière, peut toujours se décomposer en monômes 
de la forme a x"dx, et par conséquent peut toujours s’in- 
tégrer algébriquement, puisqu'on a, par le renversement 
des règles de la différentiation, 
ant: 
JF LATE - const. (a) 
m 


- I 


Quelquefois cette opération s’abrége par des substitu- 

tions. Soit, par exemple, 
dy = (ax + b)" dx : 
on posera ax b—t, et il viendra 
re = édit = MLORE + ne PART AOL 
a a(m+ 1) a(m +1) 

Les formules (a) et (1) subsistent pour des valeurs 
de 72 positives ou négatives , entières ou fractionnaires, 
ou même irrationnelles. Elles ne tombent en défaut que 


"e const. (x) 


pour la valeur m—— +1, qui rend infini le terme 
FOR 
m +1 f 
et en effet l’on sait que dans ce cas 
[= —= log x + const. (b) 
TL 
En passant aux intégrales définies, on a 
dE abs PE 5h ft oan ho (c) 
z, mi + 1 | 
et quand on fait dans le second membre de l'équation 
précédente 77 —— 1 , il se présente sous la forme®, ce 


qui nous montre que le second membre de l'équation (a), 
dans la même hypothèse, n’est pas infini, mais indé- 
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terminé, à cause de la constante arbitraire qu'il ren- 
ferme et qui doit être supposée infinie, en même temps 
que le terme variable. 


On a 
dire) 
dm 
donc, si l’on applique au second membre de l’équa- 
tion (c) la règle ordinaire pour la détermination des 
valeurs qui se présentent sous la forme indéterminée?, 


reste, 


TC 
© 


LA NOË TL, 


on trouvera 


ainsi qu'on le conclurait directement de la formule (b). 
Soit 


LA 
= te, 
fx désignant une fonction algébrique entière, et #7 un 
nombre entier positif : on posera, comme ci-dessus, 
ax b==t; et après qu'on aura substitué pour x, dans 
fx, sa valeur en £; et effectué les développements des 
puissances , la différentielle dy sera la somme de termes 


de la forme 
Nr 


— dt=Ni-"dt, 
N désignant un coefficient constant; au moyen de 
quoi la détermination de l'intégrale y sera ramenée à 
l'intégration d’une suite de différentielles monômes. 

296. En général, une fonction différentielle algé- 
brique, rationnelle et fractionnaire, est formée d’une 
suite de termes de la forme 


æ 
, ie AT: (d) 


% 
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| 
| 
| 
| 
fx, Fx désignant deux polynômes entiers en æ, et lon 
peut toujours admettre que le numérateur fx est d’un 
degré inférieur à celui de Fx : autrement on effectuerait 
la division algébrique, et l'on transformerait la fonction 
proposée en 
T 
Par 
Fr 
fx désignant une fonction entière et f,x une fonction de 
degré inférieur à celui de Fx ; en sorte que l'intégration 
de la fonction (4) serait ramenée à celle de la fonction 
fa 
1 ,dx. 
Fx 
Ceci admis, supposons que l'équation algébrique 
Fx=o (F) 
n'ait point de racines multiples, et soient 
& , 4, ; As AT nee ET a, EP, V1; etc., 
ses racines, réelles et imaginaires : on pourra poser 
D A Mz+N Mz+N, 
D + —— +... RTS IE — 1"; etc. (2) 
X—4  LX—4,  X—A, (æ=aÿ +8 “(za )+b, 


Or, on a (les coefficients A;, M;, N;désignant des cons- 


tantes ) 
À dx : 
— À; — à; t. 
É A; log (x — a;)+-const., 
Fi T 
f (Mix + Nid, [EE (—ade 
(za) "+ À) (x —a) + CH = Se A 


ae k log[(x-0) +65]+ _ arctang (= ‘JHcont sr ) 


en sorte que l’on obtient l’intégrale de tous les termes 
dans lesquels se trouve décomposée la fonction (d), et 
par conséquent l'intégrale de cette fonction même. 

On déterminerait les coefficients A,, M;, N; par les 
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règles ordinaires de l'algèbre, en faisant disparaître les 
dénominateurs dans l'équation (2) qui doit être iden- 
tique, et en égalant séparément à zéro, après le déve- 
loppement, les facteurs qui multiplient chaque puissance 
de x. On obtiendrait ainsi autant d'équations du premier 
degré entre les inconnues qu'il y a d’inconnues à dé- 
terminer : mais on peut aussi les calculer directement 
par le procédé suivant. 


On a 


/ 


A 2e À; fx .(x—04;) 
Pr tr) Fx 
fx désignant une fonction entière de x que l’on obtient 


par la réduction au même dénominateur de toutes les 


fractions, autres que , qui entrent dans le second. 
LCA; 
membre de l'équation (2). De là on tire 
Fx 
rez Aie 


Lorsqu'on fait dans cette TP équation x —a;, le 


ARRET (x — ai). 


terme fx. (x — a) s’en va, la fraction se présente 


L 


sous la forme?, et sa vraie valeur est F'a;, quantité 
ra es N 

finie et différente de zéro, puisque, par hypothèse, a; 

est une racine simple de l'équation (F) : donc on a 


2 
AE Fa, —. 
Il viendrait de même 
= CAEN RE PUS OR CE 
7 (2 ac 0 JA url ) + LB], 
d'où 
jui en 


équation qui se ee en er ES à cause du 
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radical V/—x, et qui suffit pour déterminer les coeffi- 
cients M, N:. 

297. Si l'équation (F) a r racines réelles égales à «, 

on ne peut plus poser 
ee A" A6 A 
= — NÉE he : 
Pr a re T—aA  X—A, 
car, à cause de l’indétermination des coefficients A’, A”, 
etc., cette équation ne différerait pas de 

fx A A, 

nn — SENTE TA 

Fr OO x—a zx—a 
et l’on n’aurait plus le nombre de cHeMEnts nécessaire 


etc. ; 


+ etc. ,] 


our établir l'identité: mais on fera 
P ; 


délai A" LS mOnREN DALS 
Fr x-a de (x=aŸ Pere jen mr EE D AEEr 
d’où 
fe —AUEF + AU) (x—a)F,x+...+ A"(x— a) F,x 

+ A'(x— a) :F;x+ (x —atxr, (4) 
en désignant, pour abréger, par F,x le polynôme entier 

Fr 
œ—d" 


et par fx la fonction entière qui est le numérateur de la 


somme des fractions 
A A. 
——— + ————— + eic., 
Ve “rent 4 Àè TX — da, 
après qu'on les a réduites au même dénominateur. 
On soumet l'équation (4) à r— 1 différentiations 
successives, et l’on fait ensuite x —a«, tant dans cette 
équation que dans ses différentielles, ce qui donne : 
fa = AOF à, 
fa AOF" à + AG-Fa, 
f'a= AOF" a + 2A6U-9F/ a + 2A0-2F a, 


SMS D 0 D) e be ln bia. y ste ee 016 "vole roire eee ele, eee 


(») 


4 . 2 . D 40 ns 
et par le moyen de ces equations on determine succes- 
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sivement les coefficients A(?, AU"), AÛ-2),,..A7, A7. 
Il est visible d’ailleurs qu'après la décomposition de la 
fonction fractionnaire proposée, chaque terme de la 


forme 
A( 
(æ —— a) 
s'intègre algébriquement , à l’exception du terme 
A 
dx, 
HA 


qui s'intègre par logarithmes. 

Lorsque la racine a est incommensurable, le polynôme 
F,x a des coefficients incommensurables, même dans le 
cas où le polynôme Fx n'aurait que des coefficients ra- 
tionnels : il est donc utile de savoir calculer les quantités 
Fa, F',a, Fa, etc., qui entrent dans les équations (5), 
sans avoir besoin de former le polynôme F,x. Or, puisque 


par hypothèse 
Fr=(x —a)F,x, 
on à 


Fox EE (x — conte + ;. ; r(x — a) sk Ci) 
I ; 


GIE ee r(r— 1) (x—a)=2F (x +#etc., 


la suite se prolongeant jusqu’au terme 
r(r—1)(r—2)...(r—iti)(x—a) 'F,x, 

pour les valeurs de £ < r, et jusqu’au terme 

fee CR .r(r—1)..3.2.1(x—a)F (x 

—i—r)(i— 92)... (—r4+i)F Cox, 

pour les valeurs de z > r. Ce dernier terme étant le seul 

qui ne s'évanouisse pas quand on fait æ— à, il vient 

FO) a—7r(r—1)(r—2)...3.2.1.F a, 

Fa (r +ir(r —1)...4.3.2.F’ a, 
EC a—(r + 2)(rpu)rss 5.43. F "a, etes 
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et par suite on pourra chasser Fa, Fa, F,a, etc., des 
équations (5). 

‘298. Si l'équation (F) avait des racines imaginaires 
multiples, Fx admettant pour facteur 


[x— a) + FT, 


on poserait 


AO 8 En ES ML MER a OP 
Ex  (x—a) +6? [(x—a) + FT 
MOx + NO 


bear pr Te, ay HE 


et l'équation (4) se trouverait remplacée par 
Ja = (MOz + NO)F,2 + (MO) [x —a) + BTE x +... 
+ (M'x + N°7) [x — a) HT E x + [(x— a) + PT fa 
On prendrait les dérivées successives de cette dernière 
équation ; on ferait ensuite x — a+ BL” 1, et l’on au- 
rait le nombre d'équations nécessaire pour déterminer 
tous les coefficients M®, N°. 
Admettons que ce calcul soit effectué : il s'agira d’in- 

tégrer une suite de termes de la forme 

(Mx + NO dx 

[Co — a) + PT? 


pour les valeurs de z plus grandes que lunite. Or, on a 


PRE (MOz + NO )dr _ [ MOx—a)de 
[(x—&) (a—aÿ +BT / [(x—a) +8" 
MO MO + NO, dx 
+ ne 
| ZT —@ 
[( B ) +r| 
M) " Mc "r = f dt 
Fa PATE D(i — 1 )[ (cc — à)" + pal? ; Bras GE 


en posant, pour simplifier , 
X— 04 


Œ 


are À 
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Il vient ensuite 


fee 0 


D'ailleurs , le procédé de l'intégration par parties, ap- 
pliqué à la fonction 
Éd € -|2tdi 
P+) 2@+1) 


donne 
fe dE É I F. I AOCRELE 
fée rer ue 


Par la substitution de cette valeur dans l’équation (6), 
on obtient 


5 ANR t 01 0 dt 
ls (Er): se 2(i—1) J (+1): 


Mais en appliquant le même procédé. on ramène l’inté- 
‘ PP # P 9 


LIENS de 
lee 9 dépendre de = 


et finalement de l'intégrale 
dt 

CHI 

après quoi, il n’y a plus qu’à remettre pour £ sa valeur. 


grale 


— arc tang Ê +- const. ; 


en fonction de x. 

En résumé, cette analyse montre que l’on ramène à la 
résolution des équations algébriques l'intégration de 
toute fonction différentielle, rationnelle et fractionnaire; 
et que l'intégrale d’une fonction de cette espèce s'exprime 
toujours par des fonctions algébriques rationnelles, et 
par des fonctions logarithmiques et circulaires. 

299. Quand la fonction différentielle, sans cesser 
d'être algébrique, devient irrationnelle, son intégrale, 
lorsqu'elle existe sous forme algébrique. doit renfer- 
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mer tous les radicaux irréductibles qui entrent dans 
la fonction différentielle, et n’en peut pas renfermer 
d’autres : ce qui revient à dire que l'aire d’une courbe 
algébrique doit avoir , en fonction de l’abscisse, précisé- 
ment autant de valeurs (réelles où imaginaires) que l’or- 
donnée en comporte, ou autant que la courbe a de 
branches (réelles ou imaginaires). 

Deux habiles géomètres de cette époque, Abel et 
M. Liouville, ont fait connaître des méthodes d’après 
lesquelles on peut reconnaître si une fonction irration- 
nelle comporte une intégrale algébrique ou logarith- 
mique, et trouver directement cette intégrale, quand 
elle est possible. Mais nous ne les suivrons pas dans ces 
généralités, plus intéressantes pour le perfectionnement 
de la théorie que pour l'utilité des applications. 

Les fonctions dont l’irrationnalité tient à la présence 
d'un radical carré sont celles qui se présentent le plus 
souvent dans les questions de géométrie et de méca- 
nique , et il convient que nous nous occupions plus spé- 
cialement de l'intégration des fonctions de cette classe. 


$ 2. Fonctions à radical carré, recouvrant un polynôme 


du premier ou du second degré. 


300. Si, dans la fonction à intégrer, entrent rationnel- 
lement la variable x et le radical 
R=V'atéz, 
en sorte que, cette fonction étant mise sous la forme 


f(x, R).dx, (e) 


f soit une fonction algébrique rationnelle de x et deR, 


on posera 

à V'a+ox—=t, (7) 
d’où 
ee dx — at : (8) 


LM CAR 
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au moyen de quoi la fonction proposée deviendra de la 
forme Ftdt, Ft désignant une fonction rationnelle de £. 
Admettons que le radical recouvre un polynôme du 
second degré, ou qu’on ait 
CAO Pire ana 


On pourra, sans restreindre la généralité, poser c— +, 
=: = = TL 3 + 
ce qui revient à changer x en -7=+ €n conservant d’ail- 
c 


leurs aux constantes a, b leur indétermination. 
Soit en premier lieu 
à Er PURE 7 
on posera 
V'atbzta=t— x, 
ce qui donne 


Ron 1e Le TE a(a+bt +) 
nc = —— , dx == — dt ; 
2t+b 2t + b (26 +6) 


et par la substitution de ces valeurs la fonction (e) sera 
rendue rationnelle. 
S'il s’agit de se débarrasser d’un radical de la forme 
R=—V'a+6x— x, 
on représentera par «, £ les racines de l’équation 
x —bx—a—=o, 
racines que nous supposerons réelles, sans quoi le radi- 
cal, restant constamment imaginaire, rendrait imagi- 
uaires tous les éléments de l'intégrale , et par conséquent 
l'intégrale même. 
On posera ensuite 
Vans ve 5650), 
d’où 
a + Ê r—_@—P} Pre er 2, 
DUPAr) : ON Etrr QU(CET.:) 10 
et la substitution fera disparaitre l’irrationnalité, comme 
dans le cas précédent. 
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L'irrationnalité peut encore être levée, lorsqu'elle 
tient à la présence simultanée dans la fonction / de deux 
radicaux 
Rates = be; 


car, en vertu des équations (7) et (8), on aura 


Sa b, Ve at 
A 4/2. Q TT ET RE 


ce qui fait retomber sur le cas précédemment traité. 
Exemples : 


dx 
I dy = y 
à Va + bx + cr? 


TV LV a het em Const. (9) 


dx 
V/ a —- ET 


2 PPS —2CX + b+HV/ DE rac 
EEE — ad D ne 
“ Ve ô 2CX — db + VB + {ac 


b 
2V/e 


-S = 


+ const. (10) 


Pour 
dx 


CLARA 


dy 
la formule (9) donne 
Y—=log(xz+ Vita) + const. 
ce qui s'accorde avec l’une des équations du n° 68. 


Pour 
dx 
dy = 
» V7 — z2? 
on tire de la formule (10) 
t Manet —- const 
ZE — 2 arc tan ————— O0 s 
ni $ Tr 
Léa 
—=— arc tang ee _.- + consé. (#1) 


Mais on sait d’ailleurs que la valeur de y est dans ce cas 


Y = arc Sin Æ + const. (12) 
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il faut donc que les expressions (11) et (12) rentrent 

l’une dans l’autre; et en effet, si l’on pose 
arcsinæ—®, ou æ—sin®, 

les équations (11) et (12) donneront 


Ve : + o<+const., y—Q+const., 


expressions équivalentes, à cause de lindétermination 
des constantes arbitraires. 


*$ 3. Fonctions à radical carré, recouvrant un polynôme 
du quatrième degré. 


301. Nous allons entrer dans une analyse beaucoup 
plus compliquée en discutant le cas important où le 
radical qui entre dans la fonction f est de la forme 

Rae per ane) (f) 
et nous remarquerons d’abord qu'on peut y ramener 
celui où la fonction renfermerait deux radicaux 

ren arre rude 
car on chasserait le premier en posant, d’après ce qui a 
été dit ci-dessus, 
me 17.30 
TL AHÈ ; 
et la substitution de cette valeur de x dans le second ra- 
dical le changerait en un radical dé Ja forme (f). 

Nous ferons remarquer en second lieu que toute in- 

tégrale de la forme 

Ja, R)dx, 
f désignant une fonction algébrique par rapport à x et 
à R, peut être ramenée à dépendre d’une autre intégrale 


de Ja forme 
Fx 
JR 


F désignant une fonction rationnelle. En effet, / (x,R) ne 
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peut avoir que la forme 
PERRY , 
P+RW? 
9, v, D, W désignant des fonctions rationnelles de x. Or, 
si lon multiplie les deux termes de cette fraction par 
P-RV, on la mettra sous la forme 
pP— RW  (oW—LpR 1 
DR RU FR” 
qui équivaut à 
purs 
Re 
f, F désignant deux fonctions rationnelles de x. 

302. Pour simplifier l'expression du radical R, sans 
nuire à la généralité du problème d'intégration qui nous 
occupe, désignons par £ une nouvelle variable, et posons 

T+ st 
Paru T 
nous pourrons disposer des coefficients r et s, de manière 
à faire évanouir dans le polynôme R? les coefficients des 
puissances impaires de {; et il s’agit de prouver qu'on 
satisfait toujours à cette double condition par des va- 
leurs réelles de 7, s. 


Mettons le polynôme R° sous la forme 
ex — a) (x —$) (x — y) (x —)), 
a; Bi, y; à étant les racines de l'équation R°—0. On aura, 
en substituant pour x sa valeur en #, 
pa las) fps) Dry (6-6) Dr=0+ (0); 
NT 
et l’on fera évanouir les puissances impaires de £, si l’on 
pose 
(r—a)(s—$) +(r—B)(s—ax)—0, 
—y)(s—8) + û) (s—Y)=0, 


ou bien 
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ors—(a+P)(r+s)+ 248 —0, 
2rs—(Y+d)(r+s)+ 2y9—0; 


ae — yo) 

A+ BP —(\y ty +0)’ 

OP HE) YA RE) 
a+ B—(y+ 0) 


Or, d’après la composition des équations du second 


d’ou 


r+s = — 


degré, r'et s seront des quantités réelles, si les valeurs de 
r—+s et de rs sont elles-mêmes réelles, et si l’on a en 
outre 
(Hs) — 4r5> 0, 
ou, en substituant, 
a) (er 8) (13) 
Eh per ao 
Lorsque les quatre racines «, P, y, à sont réelles, il est 
permis de supposer que ces lettres les désignent suivant 
leur ordre de grandeur; la troisième condition sera sa- 
tisfaite, et les deux autres le seront indépendamment de 
toute supposition. 
Si deux racines sont imaginaires, en sorte qu'on ait 
A HV 7, BP=U—NVEr, 
les valeurs de r Hs et de rs ne cesseront pas d’être 
réelles : l'inégalité (13) deviendra 
Lu v] [(u— 2) + v] 
Cu — (+ o)F 


! V4 e f . * 
et sera par conséquence vérifiée. On prouverait aussi fa- 


> Ôy 


cilement qu'il en est encore de même, quand les quatre 
racines sont imaginaires. 

À la vérité, si l’on supposait «à + 6 —y—+, les valeurs 
de te et de rs deviendraient infinies; mais on aurait 
en même temps 

Bret Ps pee) [a°—(o + Br + yd]; 


INTÉGRATION DES FONCTIONS ALGÉRRIQUES. 17 


en sorte qu'il suffirait de poser 


2 
et dan) 


pour faire évanouir dans R les puissances impaires de £. 
Une autre exception se présenterait, si l’on avait «—Y, 
&—0; car alors les valeurs de 75, rs prendraient la 
forme ? ; mais il est visible que dans ce cas le polynôme 
R? deviendrait un carré parfait, et que la fonction à in- 
tégrer serait rationnelle. 
303. Nous admettrons donc que l'intégrale 


DE Es , 
f TRE (&) 


est toujours ramenée à dépendre d’une autre intégrale 
] P 


F tdt 
R 2 


R,? étant un polynôme du quatrième degré en £, qui ne 
contient point de puissances impaires de la variable : ou, 
ce qui revient au même, nous admettrons que, dans l’in- 


tégrale (g), le radical R ne contient point de puissances 
impaires de x. 


On peut aller plus loin, et admettre que la fonction 
rationnelle Fx est également paire. En effet, si elle était 
impaire, sa forme la plus générale serait 

0 + wo 
O0 + x0? 
0, w, @, Q désignant des fonctions paires de x. On au- 


rait donc, par une transformation analogue à celle du 
n° 301, 


<= 80 —wQ + [OS — D) dx 
J ee. z°® O— 20 


Or, dans la première ea du second membre, la 
MAT 2 
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dx 
R 
paires de x ; et si l’on fait dans la seconde 2° — #, ja 


fonction qui multiplie — ne contient que des puissances 
fonction sous le signe / deviendra de la forme 


F édé 
Var Hôt+at 


et pourra être rendue rationnelle, d'après le 2. 

304. Nous disons de plus que, sans restreindre la 
généralité du problème qui consiste à obtenir l'intégrale 
(2), il est permis de supposer le polynôme R? de la 
forme 

RSR DT (R) 
les termes p’x*, g°x* devant être affectés du même si 
positif ou négatif. 


gne, 

En effet, puisque R° ne contient point de puissances 
impaires de x, et qu'un polynôme du 4€ degré se dé- 
compose toujours en facteurs réels du second, rien n’em- 
pêche de poser 


R—{(m+nx")(m!+n'x), 
m,n, m,n désignant des quantités réelles. Donc, si l’on 
fait 
she PEN OL Lean æ 
oO mm æ#nx)  m mHEnx 2 
la variable # sera réelle en même temps que x. On tire 
de ces équations 


! ee 
nt —mEm\/i — 2(2m'r — mn'\t2 + m2n'2t4 


PT on ; 
ES xx A mdt 
Ro mm + nez)  m+onr —nme 
dt 


FE + 2(om'n — mn)? + man'2tÀ 1 
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Posons maintenant 
Pt —Lofomn--mnr) Npoi=mn" : 
il viendra 
(am'n — mn') + 2V/m'a(mir—mn), 
(om'n — mn')—2V/mn(mnr—mn), 
d’où, en vertu d’une formule connue d’algèbre, 
P —= VE mn +V—E (m'n — mn), 
q=VÆEmn—V'ÆE (nn —mn). 
On pourra disposer du signe, de manière à rendre réel 
le radical L/Æmn; et en admettant, ce qui est bien 


eye © 

EE A FA QUE a EU 

2 AA 

le second radical qui entre dans les valeurs de pet de q 
sera pareïllement réel. 


permis, que l'on à 


En conséquence, il viendra 
nme—mEmVGEpr)( Eqie) 
LEE —— 
on : 
step in doute Shug Si 
R VG Æ pai2) (1 E g22) 
Si l’on substitue ces valeurs dans la fonction 
F(x\dx 
Rés, (x) 
R / 
on la mettra sous la forme 
Fe) 
V'(r Epe) (1 E ge) 
ou, ce qui revient au même, on peut admettre que dans 
la fonction (2), le radical a la forme indiquée par Fé- 
quation (R). 
305. La fonction F peut être entière ou fractionnaire. 
Supposons d’abord qu’elle soit entière, en sorte qu'il 
s'agisse d'obtenir une somme d’intégrales de la forme 


2 e 
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TLE | 
A]: (9 


et posons, pour abréger, 
R= (1 Ep) (1 E gr) = 1 + rx + sx" 
on aura identiquement 
d'RrT 
nr 


A 


— R | — 3)R°22 46 + (r + 252 )2%7 | 


=ÿ {tie + (2i—0)rati—? + (ai — rez | 5 


! 
et par conséquent ‘ 


x 4d 2i—2 (] 
Rzr?i-3 const. = (oi) Te 2 Cu me ne: 


+ (2i— 2)s ae, 


Ainsi l’intégrale (7) est ramenée à dépendre u deux 
autres de même forme 


ai dx mir : 
R 5 ? Rte 


et comme on peut opérer ainsi de proche en proche, il: 
en résulte qu’en définitive l'intégrale (2) sera ramenée à 
dépendre, quel que soit z, des deux intégrales 


dx 
y ————…——— _  —— A 
De Æ p?x?) (1 E g2x?) 7 ( ) 


x° dx 
B) 
LEZ GE) ( - 


Si la fonction F (x?) est fractionnaire, on en extraira 
la partie entière; et le reste étant décomposé en fractions 
partielles [$ 1], on aura à obtenir une somme d’inté- 
grales de la forme 


dx 
era d 


Or, on a identiquement 
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(via) T: 
dx 
. (1427 + 35*) (a? + a)—2(i— 1) (1 +4 ra + st)? 
HT (x + aÿR 
d’ailleurs on peut poser 
(1 + 2r2° + 3sx*) (x? + a) — afi— 1) (1 + rat + sx*)x! 
g h k u 
£, h, k, l'étant des coefficients que l’on déterminera sans 
difficulté en identifiant les deux membres, et qui ont pour 


valeurs 
g——(a2i—5}s, h——(ai—4)(r—3as), 
k——{(2i—3)(3as—2ar+1), [= (oi—)) (aŸr==ar+a). 


Il viendra en conséquence 
Rz . dx 
(x + a): AAC ETS (æ RUE he x? + re 2R 


Top dx 
A zx + a AR Fear + a)R° 


En vertu de cette Fac EN et par un calcul 
de proche en proche semblable à celui qui vient d’être 
indiqué pour l'intégrale (7), on ramènera l’intégrale (7) 
à dépendre des deux intégrales (A), (B) et d’une troi- 
sième 


Î dx (C) 
(x? + a)V/(E pra?) (x mn FF) ; ) 


Donc, en définitive, l'intégration de toute fonction ra- 
tionnelle de x et d’un radical carré recouvrant un poly- 
nome du quatrième degré en x, se ramène à la détermi- 
nation des trois intégrales (A),(B), (C). 

Nous verrons plus loin quelles transformations ulté- 
rieures les analystes ont fait subir à ces dernières 
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fonctions, quelles sont les principales propriétés dont 
elles jouissent, et comment on a pu dresser des tables 
des valeurs numériques qu'elles acquièrent, quand on 
assigne numériquement les limites de l’intégration. 
$ 4. Irrationnelles binômes. 

306. Nous appellerons vrrationnelles binômes es 

fonctions de la forme 


3 

Ha Er (R,) 
P,q désignant des nombres entiers, et7n, n des nombres 
quelconques. Si 77 et 7 sont rationnels, on peut les sup- 
poser entiers, sans restreindre la généralité de l’expres- 
sion, ainsi qu'il est facile de s’en assurer. Les fonctions 
Rdx sont désignées communément par la dénomination 
fort impropre de différentielles binômes. 

Si l’on pose 
a HT == 7, 

il viendra 


RE A gi" ftl— a: , 
= (= =), de Ts de, 


na DAT IN RS 
Rice Tin Yr dt ; 


nb b 
ainsi Rdx sera rendue rationnelle par cette transforma- 


- . nm . 
tion, si — est un nombre entier. 
n 


L’équation (R,) peut être ainsi écrite : 


np 


A LM J 
RE UN  GT D} 

donc, d’après ce qu’on vient de voir, la fonction Rdx 

sera encore rendue rationnelle, si le rapport 


n 
NE 
10 
À NASA Là 
rt 12 q 


se réduit à un nombre entier. Hors des deux cas que 
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l’on vient d'indiquer, la différentielle Rdx ne pourra en 
général être délivrée de lirrationnalité qui Paffecte. 

Quand on fait &"—1, il vient 


ARTE P 
Rde ==" (a +- Bt} dt ; 


donc la détermination de lintégrale f'Réx se ramène 
à celle de l'intégrale 

Jat-(a + bx)dx, (k) 
les constantes w, y, pouvant avoir des valeurs quelcon- 
ques, entières ou fractionnaires, et même irrationnelles. 
Or, nous allons faire voir que la détermination de 
l'intégrale (Æ) se ramène toujours à celle d’une autre 
intégrale où les valeurs des constantes w, v seraient 
comprises entre zéro et l’unité. 

307. En effet, l’on à en intégrant par parties, 
Î av (a + bx) dx — ie HA SEAT a) Cu 
(v+ 1)6 


re 


Berul —2 #\+s 
2 fx (a + bx) +" dx, 


et d'autre part, 


fat (a+ bx)+'dx—a Jara+bzx)dx+bfar- (a+bx)udx. 
Ces deux équations combinées donnent 
fav (a + bx) dx — enr _ ” ÉMCEEZT) ES 
— a(u — d'a 0 + x) dx]. (7) 
En conséqueuce, si la constante y est positive, on 
ramènera l'intégrale (#) à dépendre de lintégrale 
Jat-?(a+ bx)dx, (4,) 
dans laquelle exposant de x, en dehors des parenthèses, 
est diminué de l'unité, l’exposant de la parenthèse res- 
tant le même. Si au contraire la constante w est négative, 
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on fera dépendre l'intégrale (4,) de l'intégrale (#), où la 
valeur numérique de lexposant de x, hors des paren- 
thèses, se trouve diminuée de lunité. On peut répéter 
l’une ou l’autre opération autant de fois qu'il est néces- 
saire pour ramener l'intégrale (4) à dépendre d’une autre 
intégrale de même forme, où la valeur de la constante y 
tombe entre zéro et 1. 

Une réduction semblable est applicable à l’exposant 
v; Car on à 
Ja (a+bx) dx —=afrt-"(a+-bx)-"dx+-bfa"(a+-bx) ‘dx ; 
la formule (/) donne, quand on y change w en ur et 
v en y—1, 

aa + bx) — aufat "(a + SL 
(4: + v)b 
et de ces deux dernières équations combinées, l’on tire 
Safe: (a + baY dr te + dx) + av f xt (a + bx}='dx 
HE 

Enfin l’on réduirait de même les exposants L, v dans 

l'intégrale 


JaX(a + bx)—* dx — 


S(g+ hx}(a + bx)dx. 


BAR RA AAA VS LAS LIEU ARR IVE LA LE LE AA SR ALL ERA AR LR URRE US BRL RAA LVL LUE AL LE UT LEUR UVIEUEUR LIRE E LR 
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308. En vertu du principe du n° 204, si l’on a sous 


forme finie l’ intégrale 


% fédt=Fi+ const., 
on aura AUSSI : 


Jflog 2% —= Flog x}+-const., 


JTKe*).edx =Y(e*) + const., 
Jf(sin +).cos xdx = F(sin x) + const. 
Jcos x). 4 xdx—=— F(cos x)+const., 


JStang Mn Be — F{tang x) + const., 
Jfaresin r) = == — F(arcsin x) + const. 
Par exemple, il viendra 
SR RM arc(tang — sin x t 
in tn (tang=—sinx) + const. 


Lorsque la fonction F ne peut pas s’obtenir sous forme 
finie, les intégrales précédentes, dans le cas où la fonc- 
tion f'est algébrique, sont au moins ramenées à dépendre 
de l'intégration de la fonction algébrique ft di. 

f désignant toujours une fonction algébrique, on 
pourra rendre algébriques les-fonctions 

He ji mx, cos mx).dx, 
en posant, pour la première, e"* 


—{, et pour la seconde, 
Sin AX—{, OU COS NAX—. 
Ainsi cette substitution donnera : 


6 


2 LIVRE V. —- CHAPITRE Il. 


dé t e® 
ee] ——— ist ç 
JRrs Le Jii+ og[- me og: Li M 
le Fi <a (+4) 0 na hi TH ASE 


dt 
J'i—o2acosz + (1 — out + a) 1e 
œ I— COST 


2 I 
,-arctang | . Von + const. 
œ 


I— I— 1+ cos x 


On rendrait encore algébrique la fonction 
f(sin mx,cos mx; sinimx, cos imx; sin é'mx,cos mx ;….)dx, 
f désignant une fonction algébrique, et £, i... des 
nombres entiers; attendu que dans ce cas sin #nx, 
cos 4nx,..... Sexpriment en termes finis, au moyen des 
puissances entières desin 2x, cosmx [77]. 

Une fonction rationnelle et entière de sinus et de 
cosinus peut toujours s'intégrer, après qu'on a changé 
par les formules connues [78] les puissances de sinus 
et de cosinus en sinus et cosinus d’arcs multiples, et 
les produits de sinus et de cosinus d’arcs différents, en 


simples sinus et cosinus. Par exemple, on a 
J'sin(mx+ n)cos(pz +pd: si fs [+ plx+n+gldx 
<a : sin [(n—p)x+n—q\dx 

COs[ (72 + p)x + n+g] cos{(m—plx+n— q| 


7 ; —- const. 
+) amp 
309. La détermination de l'intégrale 
fsin*x cos'xdx (l2,v) 


dépend de l’intégration d’une irrationnelle binôme ; car 
si l’on pose sin x—1/#, cette fonction devient 
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(a — 1 Y—I 
: fe * (1 — 5 * dt. 


On pourrait donc employer les formules du n° 307 à la 


Ve . . Ê 0 
réduction des exposants p, v; mais il vaut mieux effec- 
tuer ce calcul de réduction en conservant la fonction 
(4,v) sous sa forme primitive. 

Si l’exposant y est positif, on diminue cet exposant 
sans augmenter v, en vertu des équations 
fSinëx cos’xdx—/5sint—" cos"x.sin xdx 
sin“ 1x cos" +'x il _ f. 
== + CE sin“ 2x cos” *?xux, 
VHT HI 

Jsinr?x cos" trdx—/sin-2xcos xdx — fsintx cos'xdx , 
d'où l’on tire 

; sin" vcos Fix (I f. NN 
JE x COS" x da +" — sin" -?xcos"rdx. (ui) 

a me ar 
Si l’exposant y est positif, on diminue cet exposant 


sans augmenter w, en employant la formule suivante, à 
laquelle on est conduit par un calcul analogue : 


[sine cos'T?xdx. (V) 


e 


SIN FIX COST  Y—1I 
+, pp 

On tire de l’équation (y) 

fSink—? cosxdx — arte + LA fn cos'xdx , 

s ST U—1 

et en changeant y} en —w+-2, 


COS”x cos’ Fix MLESNE= 9 Ma cos"x 

PRE UE ge ne Manet PU) 
Us I — 3 
sinkx (ù —x)sint x U—1 /sin—?x 
On tireræit de même de l’équation (v) 

Sin T sin“ Fix V—u—9 fsintx 

At TR RE: dx. (v’) 
COS'"X (v— 1)Cos x VE rt PICOS'ET 


Ces deux dernières formules servent à réduire les valeurs 
numériques des exposants , y dans lintégrale (uv), 


fSintx COS'TAX — 


quand ces exposants sont négatifs. 
A laide des quatre formules de réduction (x), (v), 
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(u”), (y) , on fait toujours dépendre l'intégrale (u,v) d’in- 
tégrales de même forme, dans lesquelles les exposants p.,v 
tombent entre — 1 et + 1; et lorsque les exposants 
primitifs , v sont entiers, l'intégrale (u,v) est amenée 
à dépendre de lune des neuf intégrales suivantes : 
fdx=—=x+0, fsin xdx— — cosx 4C, /cosxrdx—sinx +0, 


SIN T 


Jéinæcos dr =” sin? xz+C, Je dx ——logcosxz+0C, 


[RE de 108 sin æ CG, [ =logtange+0, 


SiliT sin ZCosTr 


d, 
= =logtang © + C, LE —ogtang(T + +5)+c. 
sin Z COSZ | 


" 310. Au lieu de ramener l'intégrale d’une fonction 
transcendante à dépendre de l'intégrale d’une fonction 
algébrique, on peut faire l'inverse et obtenir ainsi, 
pour certaines transcendantes à différentielles algébri- 
ques, des expressions d’une forme plus simple ou d’une 
discussion plus facile. C’est ce qui se pratique notam- 
ment pour les intégrales (A), (B), (C) du n° 305. Soit 
en effet p° le plus grand des coefficients p°, g* qui en- 


trent dans la composition du radical 


REV GE pr) gt), 


on posera 
P Hi C. 

et les trois intégrales précitées se trouveront comprises 
sous la formule générale 


JORE do | | 
one Vie sing ul 


Si au contraire le radical a la forme 


px =tange, 


Re V1 p°x)(1— ga), 
1l deviendra imaginaire pour les valeurs de +’ comprises 
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10 

entre — et —; en sorte que les trois intégrales dans la 
74 


composition desquelles entre ce radical, seront elles- 
mêmes affectées d'imaginarité, à moins qu'on n'ait 
p'x? < 1 pour toutes les valeurs de x comprises entre 
les limites de l'intégration. On sera donc autorisé à 
poser 


pz=sin9, 73 EC 
P 


au moyen de quoi l'expression (r) sera encore la forme 
générale des intégrales (A), (B), (C), c* désignant tou- 
jours un paramètre compris entre o et 1. 

Mais cette formule (1) équivaut à 


do SCT AN Je 
ADM Re ne B Lei sine -d 
+ vs Ÿ ? 


dy 
TS er 2®) V/r— 0? sin° ere 


A’,B',C', a étant de nouveaux coefficients que l’on dé- 
duirait sans peine de A,B,C,D par la réduction au même 
dénominateur, et la comparaison des termes qui affec- 
tent les mêmes puissances de sin +. En conséquence, le 
calcul des trois intégrales (A),(B),(C) est ramené à celui 
des trois intégrales suivantes, que l’on regarde avec 
raison comme plus simples, 


(D 
fe. 2, (LI) 


do 
| A IL 
pee ( ) 


“311. Parmi les intégrales qui rentrent dans les formes 
(1), (ID), nous citerons les suivantes, qui se présentent 
dans diverses applications importantes, 
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cost 
[< cosŸ +-c° ? VTT — ac.cosÿ +c° 


Si l’on change de variable en posant l'équation 
sin(o+d)—csin®, 
on aura 
die [e.cos p-cos (p+4)ldo \oe (c.cosp —V/ Te: sin’ e) da 
cos (o +) V7 1 — c* sin° © 
cos ÿ—sin @sin (o + d)+ cos p cos (p +) 
—c sin”? + COS P V/1 —c° sin°®, 
V1 2c.cos + € —=C.COS®— V/ 7 — ct sinv, 


et par suite 


di 4 do 
V'1—0c.cosQ + c° PJ Ve sin eo? 


cos __ cos sin’® dp 
d 
a ones cos dE ce? = fe sin? na ? 


Re DES 


312. Soient f, 9 deux fonctions de x, la première 
algébrique, la seconde transcendante, mais ayant une 


dérivée en 9", et posons 

Ad EN YE op dit, y Evtidr =ASeterr 
Ta par parties donnera 

So. dx fo — nffp.p"—". dx, 
Jo. oi, de — fo —(n—1)/£p".p"-2. dx, etc. ; 

d’où 

Sp". dx = f,p"— nf," + nn — 1)f9? — 

MEL) RO SRE 

l'exposant 7 étant un nombre positif entier. En consé- 
quence, dans cette hypothese, et lorsque toutes les in- 
tégrales f., f,,...f,,, peuvent s'exprimer en termes finis, 
l'intégrale 


Jfo".dx (E,o) 


, À : ! 
s exprime aussi en termes finis. 
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Admettons maintenant que zx soit un nombre entier 
négatif; ou, ce quirevient au même, considérons l’in-. 


if Ées (£:) 
? ? 


en traitant 2 comme un nombre entier positif, et posons, 
pour simplifier, 


tégrale 


f à fi 
——©,, Pre LATE PA etO/t: 
? AfaPe g 
nous aurons 
f 
Je-a= DANS MAue à Ta Ë .dx, 
? TRES (19 a 
TD, 
N— 1 dt D os Ann ie rar mn” dx, etc. 
J 9? p (n—2)p""? p"— 


et par suite 


IE de=—| ®, + + ere 
RCE PO ARE a MU ren ANT 


I 


a ——— — : 
(n—1)(n—2)...3.2.1/ © 
En conséquence, l'intégrale (£ =) est ramenée à de- 
P 
pendre de la transcendante 
D', 
— . dx. 
Si l’exposant x n’était pas entier, le calcul qui vient 
d’être indiqué développerait les intégrales (fe), (62) 
er “4 
en séries d’un nombre infini de termes. 
313. Prenons pour exemple 
fero me MO lon 
les formules précédentes nous donneront 


Mralionr dr — = | log xÿ — . (log æ)"—* 


de Ar D TRE l EE Dee] +- const. 
Mr 


a! 
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ais dti dj I dy LR LAN EEE. 
ga) Land À Gp trop) 


a"? a: a—1 {x 
1 MU 4 (n—1)(#—2)..3.2.1,/ log x ÿ 


En posant x“—y, on ramène l'intégrale 


PAPA dy 
mamie da e 
log x log y 


En vertu de la relation z—logx, on a aussi 


HAT e“dz 
fe (log x)" dr | se dz, = fr 


En conséquence, les deux formules obtenues ci-dessus 


donneront, sans nouveau calcul, par la permutation des 
lettres z et x, 


CE 1— I 
sfr [> mg ans he Hs sois 
a a d° 


+ ES + const. (à) 
a! 


= — RAR Re Ft DREETS ; 

LI ATENTE (n— ra (n—i)(n—02)2— ts 
a? a"? e“dx 

‘18 re :S = 


Puisque les intégrales 
Dire (los Lire, 
peuvent toujours s’obtenir sous forme finie, quand » 
est un nombre entier positif, il est clair qu’on peut as- 
signer aussi en termes finis les intégrales 
Wyrlosr'dr tr edre 
f désignant une fonction algébrique, rationnelle et en- 
tière. 
314. Changeons a en a L/—x dans la formule (a); 
remplacons l'exponentielle imaginaire par sa valeur en 
sinus et cosinus, et identifions séparément les parties 
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réelles et imaginaires des deux membres, nous aurons : 
SA \ 
sin ax fr AD Lt n(n—1)(n—2)(n—3) ur | 
a 2 A 


rcos ax.dx = 


2 a a 
cos ax per n(n — EAU — 2) PR «| . RER 
a a a 
L sin ax.dàx = — feet X"T?2+4- Re NS a... 


es 


sin ax É 
— x" 


_, nnu-—-1)(n-2) , | 
z « Me U +... | const. 


a 
On trouverait aussi toutes ces formules directement, 
en appliquant aux intégrales des premiers membres la 
règle de l'intégration par parties. 
On ramènerait de même les intégrales 


cosazx.dx sin ax.dx 
SAP #0 


à dépendre des intégrales plus simples 


cosax.dx sin ax.dx 
x ? x 


2 # ° . 
 E integration par parties donne encore 
e“cosbx bb f ; 
4 cos br. dr = + >| e* sin bx.dx, 
* a a 


: e“sinbr b 
Ike sin 0x. dx = —-" | e“ cos bx.dx, 
a 


a 
4 . 9 + 1 . 3/]° . ° 
equations d’où l’on tire par l'élimination 
: ” asmbr—bcosbx … | 
e Sin OX. dr = —©%° ,e% + const. 


a, 0 


a cos bx +- b sin bx 
OT ee LL const. 
| 1 F+P pe | 
D'ailleurs on tirerait de la formule (a) les valeurs des 
intégrales 


| Met cos br. dr, fie” sin bx dr, 
en y remplaçant a par abL/—1, mettant pour l’ex- 
| ponentielle imaginaire eV sa valeur en sinus et co- 


| T. IL. 5 
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sinus, et identifiant séparément les parties réelles et 
imaginaires des deux membres. 
Donc on pourra assigner en termes finis les intégrales 
Sfrse“cos 6r-dx, [fre sin6x dr, 
f désignant toujours une fonction algébrique, ration- 
nelle et entière. 
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CHAPITRE IT. 


xNTÉGRATION PAR LES SERIES. —— DES CAS SINGULIERS 
QUE PRÉSENTE LE PASSAGE DES INTÉGRALES INDÉ- 
FINIES AUX INTÉGRALES DÉFINIES. 


$ 1°". Intégration par les séries. 


-315. Lorsqu'on peut développer une fonction dif- 
q P PP 
ferentielle en une série convergente dont chaque terme 
est intégrable, on obtient, sous forme de série, l’inté- 
grale de cette fonction, que l’on complète en ajoutant 
he 5 PA 

une constante arbitraire : et si la série obtenue par lin- 
tégration est convergente entre des limites données, 
elle fournira, à tel degré voulu d’approximation, la va- 
leur numérique de l'intégrale définie de la fonction pro- 
posée, prise entre les mêmes limites. 

Prenons pour exemple intégrale 


e“dx 


TL ?) 


dont il a été question à la fin du dernier chapitre : on 
aura en série convergente 


| ax AT ax 
Be, DÉIUR + etc. (x) 
I s; 


EP QE 
d'où 


D C4 I ax ar | / 
ET MP GR TE + +-etc.;, (2) 
RUE } x 115) | Ttal2 | | 


ou bien 


e*dx a°%? a x° 
= const. AO G A Hé + RSR RE +-etc. (3) 
1: x 1.2.2 1.2.3.3 


La série (1) étant convergente, il est aisé de voir 


3. 
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LE \ Û . . | 

que la série (3) est convergente & fortiori pour toutes 

les valeurs de x. En conséquence, on aura, pour des 


valeurs de même signe, et d’ailleurs quelconques, des 


limites x,, &,, 
2 “dx x a? 
== log — a(x —x,)+ —— (x — x ?)+ eté. 
f x 8 Le rene FD | Ë ‘) 


To 


LS 


La formule serait en défaut, si les valeurs des limites 
étaient de signes contraires, auquel cas le terme 


TZ . : shoLe EG : 
log(=) devient imaginaire. Ceci tient à ce que la fonc- 
Lo 


tion sous le signe / éprouve une solution de continuité 
correspondant à æ — 0 : cas singulier que nous avons 
déjà indiqué en exposant les principes de la théorie des 
quadratures [35 et 54], et sur lequel nous allons re- 
venir. 

En développant en série le radical L/1—csin, on 


trouve 
Liebe I à : 2 I.I Hoieus de 
SUV crnre. def dpfi—©c sin REG A sin* o 


14720 


6:06 
———— CS sin o — etc. 
2.4.6 


— const. +9 — . c? f'sin* odo — De  sint odo 

1:19 

MSN 16 

Chaque intégrale partielle de la forme /sin‘ede , t étant 

un nombre entier, s’obtiendra d’après les règles données 

dans le précédent chapitre. En outre, comme on peut 

supposer c? < 1 [310] et qu’on a évidemment, pour des 
limites quelconques #,, #,, 


[. Ÿ sin pdo < [ ‘do, ou J. F'sintgdo < 9, —0,, 
«/ Po «/ Ÿo Da 


la valeur de lintégrale définie 


c°f sin°odp — etc. 
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A) 


Ce, Rs TE TAMRENS I L @; LE 
V1 ec sin ge dE — D, — D, — — C sin? Odp 


J Po AY 1P 


L 


L.I Givre ] CAR A ALP PCT 

4 4 6 6 Les 

ee D sin 000-127 sin odo — etc. 
2e Do K4 Ÿ 2.4.0 ins Ÿ ? 


se trouve développée en une série toujours convergente, 
et dont, pour l'ordinaire, la convergence sera très-ra- 
pide. 

316. Quand on intègre par les séries une fonction 
différentielle dont l'intégrale sous forme finie est une 
fonction connue, on obtient (souvent de la manière la 
plus simple) le développement en série de cette der- 
nière fonction. Ainsi l’on-trouve 


d: js A de 
arc SIN Z—= LS a def 142 + at at-+ete. | 
V'1— x 2 2.4 2.4.6 
L'OE FA 2,13 .# F0 NE (4) 
LA É DODE-E à A SANTE 7 % 


Si l’on détermine la constante arbitraire par la condi- 
tion que l'arc soit nul quand le sinus est nul, cette 
série ne donne que les arcs compris entre Æ ET; mais 
on peut concevoir que la formule donne aussi les arcs 
qui sortent de ces limites, moyennant qu’on assigne 
d’autres valeurs à la constante, ou qu’on change de cons- 
tante chaque fois que la fonction sous le signe / éprouve 
une solution de continuité. Dans tous les cas, et quelle 
que soit la valeur de la constante, la série n’a qu’une 
valeur déterminée pour chaque valeur de x, tandis que 
la fonction arc sin x comporte une infinité de valeurs. 
La série est convergente ou divergente pour les valeurs 
de x numériquement plus petites ou plus grandes que 
l’unité. 

Le développement de la fonction arc sin +, suivant 
les puissances de +, que l’on vient d'obtenir très-sim- 
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plement au moyen de l'intégration par les séries, aurait 
amené des calculs compliqués, si l’on avait voulu faire 
usage de la formule de Maclaurin. 

*317. Proposons-nous encore d'exprimer en séries la 
valeur de l'intégrale fe-* dx, qui se présente sans cesse 
dans la théorie mathématique des chances : on a 


d’où 


a à x° Lui LE I x? 
PT SPRINT PRE re 
o 5 1.2 À us À 7 


développement toujours convergent. 


L'intégration par parties donnerait 


frame tes » fe-rad, 
TES 
Je-taar Eee Gui 3 fe-"stdr ) ELC.; 


ce qui conduit à cette autre série convergente 


* — 22 ER ap EL OR (er) Su Î. 
fie ae e[r+ 284 ER LOT ES 


Enfin l'intégration par parties donnerait encore 


2 
I I 1 fe dx 
e—* dx — Dee ttioulr mien ARE ; 
L 2X ce) Le 


e—® dx — const “as Li Les a 1.3.5 et 
@ Wréor Fe (22°Ÿ Toeÿ À c.| 7 


et en remarquant que tous ie termes de la série devien- 
dO 2 


F RE a He) 1.9 1.3.5 : 1} 
x Ne ra (a) x Fe al 


Cette dernière série finit toujours par diverger ; mais la 


nent nuls pour x — 
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convergence subsiste d'autant plas longtemps que le 
nombre x est plus grand; et il est permis [25] de faire 
usage de la portion convergente de la série, pour le 
calcul approché des valeurs numériques , attendu qu’on 
peut toujours assigner des limites aux valeurs des inté- 


grales 
S e—* dx P'eT#dr ù 
CS , 9 
UE ; EE 


et par suite à l'erreur que l’on commet en arrêtant la 
série à un terme de rang quelconque. Tel est l’avantage 
inhérent au mode de développement qui résulte d’une 
succession d'intégration par parties. 

318. De la formule de Maclaurin 
fe =fo)+ fo) E + f" (0) = +-f"(0)-- cp j+ete. (a) 


on tire généralement 
SJ fxdx = const. +fo)= 
ou 

le fxdx —f(0)= MARNE ya cal etc. (a) 
Jo PRES 1.2 (as | set 2e 


Si la série (a) est convergente, la série (a,) l’est aussi : 
en effet, en arrêtant la première au terme de rang 7, 


[2 


a + etc. 


on commet une erreur exprimée par 
x 

@) (Or). —— (e) 
di Livre Los: C4 
ôx étant une valeur de la variable comprise entre o et x ; 
et par conséquent , lorsqu'on arrête la seconde série au 
terme de qi rang, l'erreur commise a pour valeur 

aidx ap} 
() (Qx° — fe) (0x DÉLR (es 
D ne Cnil 
Pour que les séries da, (a,) soient convergentes, 1l faut 
et il suffit que les quantités négligées (e), (e,) tombent 
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au-dessous de toute grandeur donnée, pour des valeurs 

convenables de :, et pour toutes les valeurs de x, com- 

prises entre les limites de lintégration. Or, si cette 

condition est satisfaite à l'égard de la quantité (e), elle 

le sera à plus forte raison à l'égard de la quantité (e,). 
319. L'intégration par parties donne 


fra fe | Farur, 
fe, me ape —T ff" x.xdx , 
7 Fee ce l'æ.x'dx, etc.; 


d’où résulte la série suivante, suet à Jean pu à ‘ 


rs dre œ ne — etc. (f) 


On aurait pu la ue IN Ép à série de 


Taylor 


o 
F(a+A)=Fe + Fri F"x “ie F''x eue 


car si l’on fait dans celle-ci À ——x, on en tirera 


+ etc. ; 


3 
> 


Fo RON re pr + pre 
I 'CTIAT 1.2,3 


et en posant F'x— fx, 


3 


rt yep it 
frde=ro)+ fief pe + ee etc. 


Or, il est clair que F(o), ou la valeur de ffxdx, quand 
+ est nul, est aussi la valeur de la constante arbitraire 


qui entre dans l'équation ( f). 

320. Lorsque la fonction fx n’est pas susceptible de 
se développer en séries dont la convergence soit assez 
rapide , ou lorsqu'on n’en connaît pas lexpression analy- 
tique et qu'on a seulement une table de ses valeurs pour 
des valeurs de la variable indépendante suffisamment 
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rapprochées , on peut toujours calculer approximatives 
ment l'intégrale /frdx, ou l'aire de la courbe qui a pour 
ordonnée fx, en divisant l’intervalle des limites de l’in- 
tégrale en parties suffisamment petites Ax et en prenant 
la somme des aires des rectangles qui ont pour base Ax, 
et pour hauteur, soit l’ordonnée fr, soit l’ordonnée 
f(x+aAx), soit une ordonnée intermédiaire [33]. L’inté- 
grale /fxdx pourra être calculée par ce procédé avec 
une approximation indéfinie, si la fonction fx a une ex- 
pression mathématique d’où l’on puisse tirer les valeurs 
de fx pour des valeurs de x indéfiniment rapprochées : 
en admettant toujours que cette fonction ne devienne 
point infinie pour des valeurs de x comprises entre 
les limites de lintégration. Quand nous traiterons en 
particulier du calcul des différences finies et de leurs 
sommes , nous entrerons dans les détails nécessaires sur 
cette manière de calculer approximativement les va- 
leurs numériques des intégrales. 


$ 2. Des cas singuliers que présente le passage des intégrales 
indéfinies aux intégrales définies, 


321. On à remarqué, dès le commencement de ce 
Traité [54], que, lorsque la fonction fx passe par l’in- 
fini pour une valeur & de x, comprise entre x, et «,, de 
manière que la différentielle /xdx prenne, pour x —£, 
une valeur infinie ou indéterminée, l'intégrale définie 


Z, F4 
if faxdx = Fr, —Fr,, (9) 
Zs 
conclue de l'intégrale indéfinie 
JLfxdx =Fx+ const., 


ne peut plus représenter la somme des valeurs de la dif- 
férentielle fxdx entre les limites x,, x,, ou la limite 
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vers laquelle converge la somme des produits /x.4x, ob- 
tenue en divisant l'intervalle x, —x, en parties Ax de 
plus en plus petites. En effet, dans le cas dont il s’agit, 
cette somme ou cette limite cessent d’avoir une valeur 
assignable, et, à proprement parler, n'existent pas. 
Ainsi, pour donner des exemples très-simples de ce cas 
exceptionnel, on a 


“il dx I ” 7 
——— = — cons 
(x —Ë) x —Ë 

dx 

DCE —= log (x— Ë) + const.; 


d’où l’on conclut, en passant aux intégrales définies, 
LS dx 1 [ (6) 
oO a — L RTE 


fre ( +). (7) 


Mais si l’on suppose Ë >o et < x,, l’intégrale définie (6) 
a une valeur négative, tandis que la quantité sous le 
signe / reste constamment positive; ce qui montre bien, 
à posteriori, que cette intégrale définie ne peut plus 
être considérée comme une somme d'éléments différen- 
tiels. De même, dans cette hypothèse, l'intégrale définie 
(7) prend une valeur imaginaire, tandis que la quan- 
tité sous le signe / ne cesse pas d’être réelle. 

Si pourtant, comme M. Poisson l’a remarqué, on fait 
passer la variable x entre les limites données par une 
suite continue de valeurs imaginaires [17] dont aucune 
ne rende infinie ou indéterminée la différentielle fxdx, 
rien n'empêchera de considérer de nouveau lintégrale 
définie (5) comme la somme des valeurs imaginaires 
qu’aura prises dans l'intervalle Pélément différentiel fxdx, 
somme qui peut être évidemment, selon les cas, imagi- 
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naire ou réelle. Dans les exemples donnés ci-dessus, on 


pourra prendre 


1 LH 
== x, (1— cos Ô + V/—5.sin 6), 


d'où 
dre . x, (sin 6 + V1. cos 0\dÿ ; 


et les limites de la nouvelle variable 0 correspondant aux 
limites v—0o, x— x,, pourront être 

0—o, 0—(25+ 1x, 
: désignant un nombre entier quelconque. 

322. Quoique la fonction fx devienne infinie pour 
la valeur x—€, comprise entre les limites x,, x,, la 
différentielle fxdx peut ne pas prendre pour æ—£ une 
valeur infinie ou indéterminée, et dans ce cas l'intégrale 


définie 

fi ras 
exprime encore la somme des valeurs de la différentielle 
fxdx, entre les limites de l’intégrale. Ce point a déjà 
été établi d’une manière générale par la considération 
des courbes [35 et 54]. Pour y appliquer le calcul, 
nous remarquerons que lorsque la fonction fx est ren- 
due infinie par la valeur æ—Ë, on peut la concevoir 
mise sous la forme 

fx 
(x — 6)? 

k désignant un exposant tel que la fonction fx ne de- 
vienne pas nulle ou infinie pour x —Ë. Cela posé, si l’on 
fait 
(ia — k)dx 
CR ah 


(x — 4): TA =, 


ne 


dt, 


1] viendra 
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CT I dr L 
sis fi =— | Prdé, (8) 


ls t désignant les valeurs de £ qui correspondent à 
LL, 24%, , et é étant la fonction qui provient de 
la substitution de la valeur de x en t dans fx. Par hy- 
pothèse la fonction { conserve une valeur finie; et si 
l’exposant # tombe entre o et 1, £ conserve aussi tou- 
jours une valeur finie entre les limites de l'intégrale; de 
sorte que la différentielle 


frdx — + dede 


conserve toujours une valeur infiniment petite, et que 
l'intégrale (8) est la somme des valeurs de cette différen- 
tielle entre les limites de l’intégration. 

La transformation tombe en défaut si l’on a £— 1 ,et 
dans ce cas l’élémient différentiel frdx prend, pour =, 
une valeur finie et indéterminée, pourvu d’ailleurs que 
la fonction fx ne passe pas brusquement d’une valeur 
finie à une autre, quand x atteint la valeur £. En 
effet , l’on peut considérer cet élément différentiel 
comme la limite vers laquelle converge l’intégrale dé- 
finie 


EH, Éeër fx 
J Jar = Ure 


Ë—cbo Ë—ebo z—Ë 
quand on prend pour & un nombre positif de plus en 
plus petit : &,, Ë, désignant d’ailleurs des nombres quel- 
conques, finis, constants et positifs. Dans le passage à 
cette limite, le terme fx converge vers la valeur cons- 
tante fé, finie et unique par hypothèse : donc on a 


) É+r Er Jr Ë 
lim. AL AC ER. — fe. . 
im frdr te dors A Dune fe. log ee 1 


EE E—ec 
PIS ie . 72 \ L 3° LA = 2 
quantite indéterminée, à cause de lPindétermination des 
constantes Ë,.Ë.. 
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En général, que la fonction fx soit algébrique ou 
transcendante, on peut poser 
(æ—Ù) frdx fx, 
ë désignant toujours la valeur de x qui rend /x infinie; 
et selon que la quantité f sera nulle, finie ou infinie, 
l’élément différentiel fxdx aura une valeur infiniment 
petite, finie et indéterminée, ou bien une valeur infinie; 
et dans le premier cas seulement l'intégrale 


Jh F  fxdx 


A . V4 LA 97 
pourra être considérée comme une somme d'éléments 
différentiels. F 

"323. Lorsque, dans l'intégrale définie 


fire dae, 


la fonction fx ne devient point infinie pour les valeurs 
de + comprises entre les limites x,, x,, quelle que soit 
d’ailleurs la valeur attribuée au paramètre &, il est in- 
différent d'attribuer à « une valeur déterminée, par 
exemple de supposer cette constante nulle, avant ou 
après l'intégration. Mais cette propriété, qui appartient 
aux intégrales définies en tant qu’elles représentent une 
somme d'éléments différentiels, ne subsiste plus en gé- 
néral, si la fonction f passe par l'infini entre les limites 
de lintégration. 
Prenons pour exemple l'intégrale définie 


Tr EX x ds 
——— — arc tang — — arc tang —- (9) 
LE ET £ € 


Si lés nombres x,, x, sont tous deux positifs, en 
sorte que la fonction sous le signe ne passe pas par lin- 
fini entre les limites x,, #,, même dans l’hypothèse :—0, 


cette hypothèse donnera d’une part 
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"x, edx r, 
: ee O Ut 0, 
lo (a + x T, 


et d'autre part 


ge IN ST 


# 
arc tang — — arc tang — = - — - —0; 
€ g 2 2 


de facon qu'il sera effectivement indifférent de substituer 
la valeur de & en dedans ou en dehors du signe /, avant 
ou après l'intégration. Mais, si le nombre x, était positif 
et le nombre x, négatif, la première substitution don- 

e . 7 3° / £ 
nerait toujours zéro pour la valeur de l’intégrale, tandis 
que la seconde donnerait 


FAP Le T T 
arc tang — — arc tang ——- + - —=T. 
€ & 2 2 


La raison en est que la fonction sous le signe deve- 
pant infinie pour la valeur x—0, l'élément qui correspond 
à cette valeur singulière prend une valeur finie, tandis 
que tous les autres éléments restent nuls, par suite de la 
valeur attribuée à &. | 

Ce qui prouve bien qu'en effet les autres éléments de 
l'intégrale sont nuls, c’est qu’on peut attribuer aux nom- 
bres x., «, des valeurs finies quelconques, et même des 
valeurs infinies; en d’autres termes, étendre ou resserrer 
arbitrairement les limites de l’intégrale, sans en altérer 
la valeur. Pourvu que la limite supérieure demeure po- 
sitive et la limite inférieure négative, la valeur de lin- 
tégrale définie sera égale à la constante +. 

M. Cauchy a donné le nom d’intégrales définies singu- 
lières aux intégrales teiles que (9), qui échappent par 
leurs propriétés anomales aux règles ordinaires du calcul 
des intégrales définies. 

324. Lorsque l’une des limites de lintégrale est l’in- 
fini, positif ou négatif, ou lorsque l’une des limites est 
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l'infini positif et l’autre l'infini négatif, il faut, pour que 
l'intégrale f'frdx puisse conserver une valeur finie, que 
la fonction 

s'évanouisse lorsqu'on y fait x—Æ+  . Admettons, pour 
fixer les idées, que les limites de l'intégrale soient — , 
—-c : en désignant toujours par s un nombre positif qui 
couverge indéfiniment vers zéro, et par Ë,, ë, des cons- 
tantes finies et positives quelconques, on pourra poser 


ge 1 


fé” Tr frdx CRIER ST 
frdx=lim. | f L + f no À =] 


1 
— um 5 
€ 


£0 


" 29 LE £ g FR dx 
— fxdx + lim. kif ie af eu 1 
—=% L ; ñ fl 


Donc il faut qu'on ait 


La 


| [+ frdx , frdx 
o — lim. bi —— + f | 
REX FA 1 # 


0 6 


—f(— œ)log €, + f( ©) log Cr ? 


et par conséquent 
f(— œ)—0o, fo )—o, 
à cause de l’imdétermination des constantes &,, €,. 

* 325. Si la fonction fx est périodique, de manière 
qu'à chaque valeur de fx corresponde, dans l’étendue 
d’une période, une autre valeur numériquement égale 
et de signe contraire, la valeur de l'intégrale définie est 
nécessairement indéterminée. Ainsi, de l'équation 


O 


De I 
sin mrdx — — (1 — cos mx), 
m 
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on déduit 


20 ; 
1 
1h sin mxAXx — — (1— cos æ ), 
0 me 


valeur indéterminée (puisqu'il n’y a pas de limite vers 
laquelle converge le cosinus d’un are, quand l'arc devient 
de plus en plus grand), mais pourtant comprise entre 
les limites D. 
TTL 
Concevons maintenant que l’on multiplie la fonction 
périodique fx par une fonction o(ex), telle que o (o)—r, 
et que l'intégrale f'é{ex) dx, prise avec des limites in- 
finies, conserve une valeur finie, Il en sera de même à 
plus forte raison pour l'intégrale / (ex). fxdx. La va- 
leur de cette intégrale variera en général avec celle du 
paramètre «, en convergeant, aussi en général, vers une 
certaine limite, quand on prendra s de plus en plus petit. 
Et puisqu’à la limite le facteur + (ex) se réduit à l'unité, 
on pourra considérer la limite vers laquelle converge 
lintégrale f'o(ex) fxdx comme la valeur de l'intégrale 
 fxdx, ce qui lèvera l’indétermination de cette dernière 
intégrale. 
Ainsi nous aurons, d'après les formules (b) du n° 


sh 
Et AN: m 
e7 sin Mar = ————, 
o € + mn 


[ee] 
€ 
f eT* cos MTAXx — 


o LE Lo 


ce qui donne, quand on fait «—0, 


(se) I La 
sin z27dXx — —, cos mxdx — 0, 
o m (e) 


équations déterminées, mais qui doivent être interpré- 
tées suivant la convention que l’on vient d'exposer. 
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“CHAPITRE IV. 


PRINCIPES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


326. Nous avons vu, dans les deux premiers chapi- 
tres du présent livre, comment l'intégration d’une classe 
nombreuse de fonctions algébriques et trigonométriques 
est ramenée à dépendre de la détermination des trois 
intégrales : 


do 
Re [l 
ee (D) 
fre &, (IT) 


de 
(1 —+ 4 sin” o) V7 1 — c2sin2 () d er 


de sorte que, si ces trois intégrales pouvaient s'exprimer 
en fonction de +, sous forme finie, par des radicaux, 
des logarithmes, des sinus ou des arcs de cercle, on au- 
rait sous la même forme les intégrales indéfinies, et par 
suite les intégrales définies d’une infinité d’autres fonc- 
tions plus compliquées. 

Une telle expression n’est pas possible (*). Les inté- 
grales (1), (LL), (HIT) sont des transcendantes nouvelles, 
auxquelles on peut, pour l’abréviation de l'écriture, 
affecter des caractéristiques spéciales, de même qu’on 
désigne par labréviation log x l’intégrale définie 

z dx 


ri 
Les TL 


(*) Voir le mémoire de M. Liouville dans le 23° cahier du Journal 
de l’École polytechnique, p. 37. 
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qui n'a pas d'expression algébrique | 70 et 138 |. 
En conséquence, Legendre a proposé et l’on est con- 

venu d’adopter les notations suivantes : 


? do 
F EEE ER  —— 
(9) se VV — c?2 sin? o ? 
E(c,y) = V1 — ce? sin? pe do, 
O 
HHoNe dy | 
TI(c,a,+) She Ha sin? o) VAT ce 9 ’ 
de manière à ce que les intégrales indéfinies (T), (T1), (HT) 
aient respectivement pour expressions 
F(c,g) + const., Elc;o)+const., Tl(c,a,e) + const. 
327. Soit 
— + — —= 1: di 


l'équation d’une ellipse rapportée à son centre et à ses 
axes : Si nous posons 
ad — b? 

(42 
de manière que c désigne l’excentricité de l’ellipse, nous 
aurons pour la longueur de l'arc Br (fig. 77), mesurée 
depuis le sommet B du petit axe jusqu'au point 2 dont 


labscisse est x [174], 
=f Vs + Lg fio Mae Sida 
O dx O a — x” 


Faisons 


2 
— Cy 


æ—a sin 9: 
il viendra 


s CIREAUR Durs 
— 1 VÉTE Ie sin. do = E{c,o). 
O 
À cause de cette propriété remarquable de la fonction E 


de mesurer l'arc d’une ellipse dont c est l’excentricité, 
quand on prend l'angle + pour variable indépendante et 


4 
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le sommet du petit axe pour origine des ares, les trois 
fonctions F, E, IT ont reçu la dénomination de fonctions 
elliptiques, et on les distingue en les qualifiant respec- 
tivement de fonctions elliptiques de prernière, de seconde 
et de troisième espèces. 

La constante c qui représente, dans la fonction de se- 
conde espèce, l’excentricité d’une eilipse, se nomme en 
général le #20dule : la constante a, qui n'entre que dans 
la fonction de troisième espèce, et qui peut être positive 
ou négative, réelle ou imaginaire, conserve spécialement 
le nom de paramètre. st 

La variable indépendante $ se nomme l'amplitude. 
Si du point O comme centre, avec le rayon OA, on 
décrit un cercle, et qu’on prolonge l’ordonnée pm jus- 
qu’à la rencontre du cercleen 7, on a Op —On. sin BOr. 
Ainsi lPamplitude % est représentée géométriquement 
par l’angle BO7, quand la fonction E {c, +) est repré- 
sentée géométriquement par l'arc elliptique By. 

Les trois fonctions elliptiques sont évidemment des 
fonctions impaires de + [18], puisque la différentielle 
de change de signe par le changement de + en —+, 
tandis que le facteur qui multiplie 4 sous le signe /. 
ne change pas. 

Quand l'amplitude 4 est égale à un quart de circonfé- 
rence, ou lorsqu'on prend + x pour limite supérieure des 
intégrales, les fonctions sont dites complètes, et on les 
désigne simplement par x 

Co LC  L (C2E 

S1 les valeurs des fonctions elliptiques sont calculées 
pour un quart de circonférence, c’est-à-dire, pour toutes 
les valeurs de # comprises entre o et £ 7, elles se trou- 
veront déterminées pour des valeurs quelconques de +, 


Ke 
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à cause de la périodicité de la fonction sin?, qui entre 
sous le signe d'intégration. Ainsi l’on a 

Fc T+p)—=2F(c) —F(c;5r—9), 

F(o,r + g)= 2F (c)4-F(c9), 

F(c,5T + o)—= 4F(c)—F(c,ir—+), 

Fc,27+ 9) — 4F(c)+F(c,o), 
et ainsi des autres. 

Le module c doit toujours être supposé <r [3ro]: 
deux modules €, c’ liés par l'équation «+-c'?—1, sont 
dits complémentaires. 

328. Désignons par », d, y les trois côtés d’un triangle 
sphérique, dans lequel l’angle M, opposé au côté u, serait 
donné par l’équation sin M— c sin s; de façon que, si 
l’on pose pour abréger 

cos M—V/1—csin y —Ay, 


la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique 
donnera la relation 


cos  — cos ? cos à + sin sin Y. Au, (x) 
et par suite 
Ce (cos + cos Ÿ + sin y sin Y.Au). 


En résolvant cette dernière équation par rapport à Au, 
et en rejetant la racine qui donnerait pour Ag une valeur 
négative, on trouve 


Au(r — c sin? @ sin°Ÿ) — — c* sin y sin Ÿ cos # cos 
—+- V1 —e2 (1 — cos? Y cos? ( —- sin? ® sin? Ÿ — c2 sin? ( sin? d). 


Mais il est aisé de vérifier que la quantité sous le ra- 
dical se réduit à 


(1 — 6° sin* ?} (1 — c° sin? ÿ} — (Ay).(Ad), 
en désignant par Ay, Ad des quantités composées en #, 
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comme Ay. l’est en u : donc, suivant cette notation, 
# __ A9.AŸ— c sin sin cos ® cos 
be 1 — c’sin? sin” Y 
On en conclut, après quelques transformations, 
1— (Au) __ (sin ® cos Vas + sin à: cos es 


(2) 


sin? We 
ou 
sin © cos Ad + sin Ÿ cos A? (3) 
1— c° sin’ y sin’ Ÿ 
Si l’on différentie cette dernière équation, en y consi- 


sin  — 


dérant et d comme des arcs variables, et u comme un 
arc constant, il vient 
de Q(v,4) dy Q(?,4) 
Ao G—ésinesm} FA Aÿ (1—©sin sin’) 90 (4) 
Pour abréger, nous désignons par Q(?, Ÿ) la fonction 
(1 + c’ sin’ 9 sin’Ÿ) cos ® cos bAgAË — sin & sin Ÿ 
+ c° sin sin Y{sin? + sin’ Ÿ — cos’? cos b— c’sin’v sin’). 
Comme l'équation (3) est symétrique par rapport à ? et 
à b, il suffira de former le coefficient de dy, d'où l’on 
conclura celui de dy. On pourrait donner à la fonction 
Q d’autres formes : il convient seulement d’en choisir 
une qui mette en évidence la propriété de cette fonction 
d’être symétrique par rapport aux deux variables o, +. 
HAE (4) se réduit à 
5 Reese Ge 4 md Pa he OL ET ? 
ae M V1 — c? sin? V1 — c? sin2d 
d'ou, en A ant, 
Fc,e) + F(c,Ÿ) = const. 
Pour déterminer la constante arbitraire que cette inté- 
gration a introduite, on fait dans l'équation (1) ÿ—0, 
ce qui donne $—y.; et comme F (c, o}—=0, il en résulte 
entre les variables +, 4 et la constante u, déjà liées par 
l'équation (1), et assujetties à former les trois côtés d’un 
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triangle sphérique dans lequel langle opposé au côté 
constant est aussi constant, cette autre équation 
F(csr) + K(o) = Foy). G) 
Donc, si l’on a les valeurs de la fonction elliptique de 
première espèce pour deux amplitudes 9, Ÿ, on obtiendra 
par l’addition de ces valeurs celle de la fonction de même 
espèce pour une amplitude w, étant déterminé en 
fonction de #, 4 par l'équation (1},ou par l'équation (3) 
qui en est une transformation. 
329. Posons 
Dé) pic 
Afin d'exprimer que + est l’amplitude pour laquelle la 
fonction F a la valeur x, nous écrirons avec M. Jacob: 
@ == am 4 ; 
de sorte que les lettres an, initiales du mot amplitude, 
désigneront la fonction inverse de celle à laquelle a été 
affectée la caractéristique F. 
On écrira aussi d’après cette convention 


% 


d— am», 
Ag = À amu, Ad—Aamr; 
et en conséquence la combinaison des équations (3) et 
(>) donnera 
sin am(%+- f) 
___ sin am %,c0s am #. am v +-sin am #.cos am w. Aamu j 


(a) 


Lorsque le module c se réduit à zéro, l'équation précé- 


I — c?sin?am 4.sinzam 


dente se change dans la formule 
sin (4 + p) — sin & COS w + sin # COs 4. 
On trouverait de même : 
sin am(w— 9) 


sin am Z.Cos am pv. Aam # — sin am Ÿ.Cc0s am &. Aam u 


Lil 1 — c° sin? am %.5in° am © is 
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cos am(x Æ p) 
___ Cosam%.Cos am #.= sin am &.sin am #.Aamu.Aame 
n°: I — c? sin? am, sin’ am © l 
et en général, toutes les formules dont les analystes font 
un si fréquent usage pour la transformation des fonctions 
trigonométriques, ont leurs analogues pour la transfor- 
mation des fonctions elliptiques inverses de première 
espèce, ou plutôt peuvent être considérées comme des 
cas particuliers des formules elliptiques, dans lesquelles 
on suppose le module nul,_ce qui entraîne 
amu—u, Namur. 

Le développement de ces curieuses analogies a fait 
l’objet des beaux travaux d’Abel et de M. Jacobi , ac- 
cueillis dans le monde savant avec un intérêt que la jeu- 
nesse des deux émules, la mort prématurée de l’un d'eux 
rendaient encore plus vif. La sagacité de ces géomètres 
s'est appliquée surtout à suivre dans leur extension aux 
fonctions elliptiques inverses, les relations remarquables 
par lesquelles l’analyse des sections angulaires se rattache 
à la théorie des nombres et à la haute algèbre [79]. 

330. La fonction sin w et toutes les autres fonctions 
trigonométriques qui en dérivent, sont périodiques pour 
les valeurs réelles de la variable w : elles cessent de l'être 
si l’on fait passer la variable indépendante par une suite 
de valeurs imaginaires u x, puisqu'elles se changent 
alors en fonctions exponentielles. L’inverse a lieu pour 
la fonction exponentielle e“. La fonction sin am w jouit 
de la propriété de rester périodique, soit qu’on fasse 
passer la variable & par une suite de valeurs réelles ou 
par une suite de valeurs imaginaires; de sorte qu’elle 
cumule le principal attribut des fonctions trigonomé- 
triques ordinaires avec celui des fonctions exponentielles. 
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Désignons par + & la valeur de x qui correspond à l'am- 
plitude & —+7, ou la valeur de la fonction complète 
F (c): on aura [327] 

sin amu—sin am(x+-2T)—sinam(z + 4%) 

RU es o ... —sinam(u+2@), 

ï désignant un nombre entier quelconque. Ainsi, en 

premier lieu, la fonction sin am w est périodique pour 

les valeurs réelles de w. 

Faisons maimtenant 

smp—V/_1.tang6, c'—1—0c", 

ce qui donne 


I 
COS? — 1 + tang’ 0— 


cos? 0? 
d® d® 
D = AAA PROPRES E AR RREREE 
EE cos w cos’ 4 PASS cos 0”? 
NT art dé 
MU HÉS ANOS. RUN PURE RAS IE 
V1 — 0 sin29 V1 — c'2sin2 


Fc) = 171. F(c',6); 
et posons 

F(c,t)=u, Fcp) =ul/—:; 
il en résultera (en mettant le module entre parenthèses, 
à la suite du signe sin am, pour distinguer les ampli- 
tudes qui se rapportent à des modules différents) : 

sin0— sinam(u,c'), tang0— tangam(u,c'), 
sin 9 == sin am(ul/—1,c), 


et par conséquent 


sin am{wl/—1,c)=V/—1.tang am(u,c’). 
Y-8 . 
Désignons par + © la valeur de la fonction complète 
F(c') : nous aurons 
tang am{u,c'}= tang am(u + 2©/,c') = tang am{u + 4@/,c’) 


... =tangam(u + 2©',c'), 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 57 


?’ étant un nombre entier quelconque, et par suite 
sin am(uV/—;)= sin ami(u + 2@')V/—), 
les amplitudes, dans cette dernière formule, se rappor- 
tant au module c. Donc 
sin am{2# ©/V/—5) = sin am(o)— 1, 
cosam(2iG'l/—1) = cos am(o)= 1, À am(27 G'V/—5)—1. 

En vertu de ces dernières relations, si l’on fait dans 

la formule (a) v—2i8"/—1, elle donnera 
sin am(x +22 ©'V/—1) —sinamu. 
Mais nous avons déjà trouvé 
sin am{ + 25%) — sin am 4; 

donc 

sin am 4 — sin am(u + 20 + 2/OV/— x); 
et cette dernière formule exprime la double périodicité 
qu'il s'agissait d'établir : l’une des périodes ayant un ar- 
gument réel, et l’autre un argument imaginaire. 

331. Il est aisé de voir, d’après ce qui précède, com- 
ment on pourrait construire, pour une valeur donnée 
du module, ‘entre les limites d'amplitude o et + x, une 
table des valeurs de la fonction F, ou (ce qui serait en- 
core plus simple) une table des valeurs de la fonction 
inverse sin am w, entre les limites u—0, u—= £@. Faisons 
dans la formule (a) v—du, et supposons dx assez petit 
pour qu'on puisse prendre sans erreur sensible 

sin am Ju = sin Ju — Qu, 
cosam du — cosdu —1, A(du)=1: 
cette formule donnera 
sin am(z + du)=— sin am u +- du.cos am u.Aam uw. 
En faisant successivement, dans cette dernière équation, 
u—Qu, u—9du, u— 30u, etc. 
on aura les valeurs de la fonction sin am w pour une 
suite de valeurs équidifférentes de u, dont la différence 
est du. Ce procédé comporterait des simplifications 


AS, EE . Dès lun bé + 
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et des vérifications analogues à celles qu’on indique pour 
le calcul des tables trigonométriques ordinaires. D'ailleurs 
on renverserait sans difficulté la table des valeurs de la 
fonction sin am 4, pour former celle des valeurs de la 
fonction u—F (c, &), qui est plus spécialement appro- 
priée aux besoins du calcul intégral. 

332. Il s’agit de montrer maintenant comment on 
peut calculer directement la fonction F (c, +) pour chaque 
valeur du module et de l’amplitude, sans être oblige de 
construire une table spéciale pour chaque module, en 
répétant le système d'opérations indiqué dans le n° pré- 
cédent. Désignons donc par c, c, des modules quelcon- 
ques, et proposons-nous de déterminer un coefficient 
constant #, de manière qu’on ait” 


F(c,o) F7 AF(c:;9:) 
ou 
d' ù d | 
V1 — 02 sin? ® Vi c,2 sin? @; 
Il y a une infinité de manières de satisfaire à cette équa- 
tion, en assignant des relations convenables entre les 


modules €, c, et entre les variables o, o,. Sans traiter le 


problème par des méthodes directes qui exigeraient de 


trop longs développements, admettons que l’on fasse 
sin? g(1— c,° sin’ @,)— #* sin? 9, (1 — sin° ®), (7) 
ce qui donne par la différentiation 


sing, cosp,dp, cos do 
sinq(i—c>sin’o,)  c,° sin’ + #4#(1— 2 sin’ 9,) 
Metions dans le premier membre la valeur de sin o et 
dans le second celle de sin #,, l’une et l’autre tirées de 
l'équation (7) : nous aurons 
dy, cos do 


Ro a ste @x LU VA ec? sini2 pla 442 sin? (9 
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équation dont la comparaison avec l'équation (6) donne 
do do 

TVR TO CEE CT 
ou 
k%(x — sin’ ®) (1 —c? sin? 9) — (4? +- c,2 sin° #} - 4k° sin2o; 
et RO, que celle-ci soit identique par rap PAK ào,il 
faut qu'on ait 

ch ke, 4—oc?— k{c?+ 1), 

d’où l’on tire 
RUE EN LA 
14 c1 TIME c 

Substituons dans l'équation (7) ces valeurs de «:, #, 
et elle donnera 


(HF Yame 


sin (29, —g)=c sin . 

333. La valeur de c, ainsi déterminée est toujours 
plus grande que c. D’après cela, imaginons que l’on 
calcule une suite, ou, comme on dit, une échelle de 
modules €,, €,, C3,...liés entre eux et au module pri- 
mitif c par les équations 

2V/e 2V/ 2V/e, 

A nt Ce SEnTRr Ca iT , 

À 1+4-cC 14-c, | 140, 
. 314 ) ° A CC 

jusqu à ce qu'on arrive à une valeur c, peu différente de 


etc. (à) 


l'unité ; et que l’on détermine en outre une série d’ampli- 
tudes ?,, ?,, ?;,.... au moyen des équations 


sim(29,—9 )—csiny, 


sin (ag. 9.) = c, sin qu, (e) 
sin (29:— 9.) — C; sin P:) 
etc. : 


on aura aussi 


1 c 
Fo) —.F(c,e), 


= I1—-C, I1+c 
an) ( (= <). F(c,+), 
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I+-C, IC, I+-C, 1+-C 
F(c:,93)— à F(e8)—( > JC) bo ).F(e), 


etc. 


Mais lorsque, dans l'échelle des modules, on sera arrivé 
à un terme €, peu différent de l'unité (et il suffira ordi- 
nairement de calculer un petit nombre de termes), on 
aura sensiblement 


de n do CLS Li I 
F(cr9n)—= ire ee =} LT 1 ne tang( T4 e) 


d’où 


F(c,9)— LEURS ——ogtang(? +2)(0 


IC I1+-C, 1—+c, Lcd 
Rien n'empêche de prolonger la série (0) en arrière 
de c par une suite de termes €_,, C_,, C_3,...dérivant 
les uns des autres selon la même loi, en sorte qu’on ait 


2V/e_, Doc 2VW ce; 
=", C_,—= y C—=—"*, etc.. (8') 
1—+-C_, I1+-C_, 1—+-C_3 
sin(2p—9_;)—C_;Sinp_;, 
sin(2p_,—p_,)—c_,sinp_,, (c’) 
etc. 


On tombera bientôt sur un terme c_, très-peu différent 
de zéro, et alors on aura sensiblement 


P—n 


F(c d? =, 


\ 


d’où 

LÉ CRIER CS OL LEE 

Fc?) =— UTC DS . RE: UNE Gris (d') 

On choisira entre les formules (d) et (d”) celle qui con- 

duira le plus rapidement à la valeur de F(c, +). C’est 

ainsi quont pu être calculées les tables données par 

Legendre dans son grand ouvrage sur les fonctions ellip- 
tiques. 


Quand on prend $— Er, les équations (c') donnent 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. GI 
RE RC REP UP EC à AUS 
Donc si l’on désigne par K la limite vers laquelle con- 
verge le produit 
(i+c_,)(1+c_,)(1+ ce 3)... 
composé d’un nombre infini de facteurs qui vont en con- 
vergeant vers l’unité, la valeur de ia fonction complète 


T 
F(c) est K % 


334. Passons à la fonction elliptique de seconde es- 
pèce 


E(c, el, rer ns ET sin?o)do 


S1 l’on désigne toujours Las o,Ÿ deux angles assujettis à 
vérifier l'équation (1) du n° 328, et par conséquent l’é- 
quation différentielle 


GE A ds 


AA (8) 
on a 
d s d : l 
dt) + dE) L+ Re Cars ie sin” Ÿ 


—= c(sin? b — sin’ ee * 
Or l'équation (1) donne 
Av. d.sin + sin 4 — sin & cos d dp + sin 4 cos © dY, 
et en substituant pour dŸ sa valeur tirée de l’équation (8), 


Ag..d.sin 9 sin Ÿ — (9) 


On a d’ailleurs, en vertu des équations (2) et (3), 

sing sin + cos YA? + sin dcos oAo F4 
Au AgAb—c?sin sind cos ® cost”? 
et de la combinaison des équations (9) et (10) on tire ai- 
sément 


. © À 
sin {4 d.sin o sin = (sin? g—sin" 4) 4 (x1) 
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Donc 
d.E(c,g) + d.E(c;h) = — c° sin u d.sin # sin Ÿ, 
E(c,e) + E(c;d) = const. — c? sin p sin @ sin, 
et en déterminant la constante arbitraire de manière 
qu'on ait à la fois t—0,?—y, 
E(c,o) + E(c,})—Elcu)-c’sinpsinosin®.  (r2) 

En comparant cette formule à l'équation (5) qui en 
est l’analogue pour la fonction F, on voit pourquoi les 
géomètres qui ont traité des fonctions elliptiques ont mis 
au premier rang la fonction F comme plus simple; 
quoique , d’après l’analogie géométrique, la fonction E, 
qui mesure un arc d'ellipse , semblät devoir venir im- 
médiatement après les arcs de cercle. 

335. Considérons maintenant, comme dans le n° 332, 
un module €, et une amplitude ®,, liés à c et à $ par les 
équations 
sin (29, —®) — csin +. Rd 
On tirera de celle-ci par la differentiation 

LS ne C COS @ + cos (29, — ). 

2 COS (29, —) 
ou bien en remplaçant cos (29,—+%) par sa valeur 49, 
tirée de la seconde équation (13), 

do, J'AI 008 PA Pot Ar, (14) 
Î Av > } 

Mais l’équation (6) donne 
paie dy Vi —crsime 


? 


Er: A9 » 4 
ou, en remettant pour # sa valeur, 
do 1 +c Fe 
HA 2 L— Cr? Sin? Or. (15) 


Comme les équations (14) et (15) doivent s’accorder, il 
faut qu'on ait 
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(14 C)Vr— 61? sine gi = CCOS ? + A9. (16) 

Multiplions les équations (14) et (16) membre à mem- 
bre , et 1l viendra 


(146) cr sin? ge 


dy (ec cos? + A9) 
p 2 


1— © do 


= Vi csin@. do — + c cos ed ; 


2 V1— ec? sin2o 


d’où, en intégrant, 
I — C? . 
(1+ c)E(c,,9,) = E(c,o) — Touré F(ce)+csiny. (17) 


Nous n’ajoutons pas de constante arbitraire, parce 
que tous les termes de cette équation s’évanouissent sé- 
parément pour ?—0. 

En vertu de la formule {17), la fonction E (c,,0,) est 
donnée par deux fonctions elliptiques, l’une de première, 
l’autre de seconde espèce, ayant chacune même module 
et même amplitude; et réciproquement la fonction de 
première espèce est donnée par deux fonctions de se- 
conde espèce , qui diffèrent de module et d'amplitude. 


Si l’on prend 9 —7, on aura 9, — +, 
E(c,r) = 2E(c,i x) = 2E(c), 
Fc,z) = 2F(c, 2r)= 2F(c), 
et la formule (17) donnera cette relation entre les fonc- 
tions complètes 
(1+c)E(c,)= 2E(c)—(1 — «)F(c). (18) 
336. En suivant l'échelle des modules et des ampli- 
tudes dont la loi a été donnée dans le n° 333, on trouve 


Er ? ° \ 
(2 ae C:)E(c;592) Fe E(c,,9,) TNT RS ; F(c;;91) + C; Sin ?;, (19) 


1 + c 
VGA EESEMIT) | (20) 


2 


64 LIVRE V. — CHAPITRE IV. 

On peut éliminer F(c,e), F (c,,9,) entre les équations (17), 
(19) et (20), puis substituer pour €, sa valeur en c, etil 
vient définitivement 


E(c,?) — Ro pee, )RELAT es Eh . .E(c,,9.) 


— csin g + sing, (21) 


Comme le même calcul peut être indéfiniment répété, 
en suivant l'échelle ascendante ou descendante des mo- 
dules, on ramènera toujours la fonction E(c,e) à dé- 
pendre de deux fonctions de même espèce, pour les- 
quelles le module aura une valeur très-peu différente de 
zéro ou de l'unité. Or, quand le module c, est très-peu 
different de zéro ou de l'unité, on a , sans erreur sen- 


sible, 
E(c:9) —— fé V1 — cr sin? o. do =f}" #4 = Prs l 


ou bien 
E(c,,9,) — f. ? cos ©, do — sin qu. 
O 


337. Nous ne donnerons qu'un théorème concernant 
les fonctions elliptiques de troisième espèce, et ce sera 
l’analogue de ceux qui se trouvent exprimés par les for- 
mules (5) et (12), relatives aux fonctions de première 
et de seconde espèce. En désignant toujours par e,) deux 
amplitudes variables, assujetties à vérifier les équations 
(1), (3), (8), on a 


ARE AE CU RSRPET EL PAU 
ET Eee NC ET 


ou bien, en vertu de l'équation (11), 


d.sin® sind 


d'IT(c,a,;e)+dIN(c,a,b)=-asinp. ÉRERTENER NT) (22) 


Si l’on pose 
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sinpsinŸ—«, sin’o-+ sind —f, 
le second membre de l’équation précédente devient 


] da 
I 


On tire de l'équation (1) | 
cos” # cos” b— cos” uw — 2 cos Au sin » sin d 
+ (1 — c° sin° pr) sin°o sind; 
et comme 
cos” pcos” —1— (sin 9 + sin 4)+sin osin h= 1 —É +4’, 
il vient ! 
1— + — cos" pu — 204 cos pÂy + «(1 — c° sin’), 
d’où 
ES sint ue + 20 cos Au + ac’ sin°u, 


et par suite 
da da 


9 
1+ap + p "+ 2ga + ra” 
en posant, pour abréger, 
1+asinp—p, acosuAu=g, ac sin u+«=—r. 


Si donc l’on représente par d (x) l'intégrale 


0. da 
0 p+oqa+re 


qui s'exprime toujours par logarithmes ou par arcs de 
cercle, l'équation (22) donnera 

T(c,a,e) + II(c,a,Ÿ) = const. — a sin . D(sin y sin à). 
Mais, pour Ÿ—o,'on a ?—+., I(c,a,Ÿ)— 0, Do) —0 ; 
donc | 

IT(c,a,?) + IT(c,a,4) = I(c,a,u) — a sin p.P(sin ? sin d). 


* 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DES INTE- 
GRALES DÉFINIES SIMPLES. 


$ 1°. Quadrature des courbes planes. 


338. Nous avons eu maintes fois occasion de rappeler 


que l’intégrale 
U — A fe fx. .dx 


mesure l’aire d’une courbe dont x et fx sont les coor- 
données rectangulaires: l'aire mesurée ayant pour limites, : 
d’une part l’arc de la courbe intercepté entre: les or- 
données fx, fx, d'autre part ces ordonnées mêmes, 
et enfin l’axe des x. Cette application du calcul intégral 
s'offre si naturellement que, dès l’origine, il a été qua- 
lifié de Méthode des quadratures, et qu'aujourd'hui 
encore on donne communément le nom de quadrature 
[33] à l'opération par laquelle on obtient, exactement ou 
d’une manière approchée, la valeur d’une intégrale dé- 
finie. Sans répéter la démonstration d’un théorème qui 
nous est devenu si familier, nous allons l'appliquer à 
quelques courbes choisies parmi celles qui méritent par- 
ticulièrement de fixer l'attention. 

L'équation de la parabole ordinaire étant mise sous la 
forme 

= Wopz; 

on trouve pour l'aire de cette courbe, mesurée à partir 
du sommet, 


er 
SJ 


QUADRATURE DES COURBES PLANES. 
Le “0 2 4450 42 2 
= V'2p. War dt Wap. XV az ay. 
O 


Ainsi l'aire du triangle parabolique Omp (fig. 78) est 
les deux tiers de celle du rectangle Oprng construit sur 
l’ordonnée et sur l’abscisse du point 72. Cette proposition, 
découverte par Archimède, est l’objet d’un opuscule de 
ce grand géomètre, où il applique à deux tours de dé- 
monstration fort singuliers, l’un fondé sur des principes 
de statique dont lui-même était l'inventeur, l’autre sur 
la sommation d’une progression géométrique décroissante, 
la méthode de réduction à labsurde, qui seule pouvait, 
aux yeux des anciens, établir rigoureusement le passage 
du fini à l’infiniment petit [49]. 

En prenant pour l'équation de lellipse rapportée à 
son centre et à ses axes 


b PAL 
Ÿ — ee PTE. x?) 
l'aire du trapèze elliptique OpmnB (fig. 779), dont l’un 


des côtés est l’abscisse Op—x, a pour valeur 


OR 2 OEM LS 
UE — a oaCri 
a} o 


On pourrait en conclure de suite, ainsi qu’on le fait 
dans les traités élémentaires des sections coniques, le rap- 
port du trapèze elliptique Opr2B au trapèze circulaire 
OpnC, pris dans le cercle concentrique à l’ellipse et dont 
le rayon est & (*). Pour arriver au même résultat en ap- 
pliquant les règles ordinaires de l'intégration, on fera 


() Archimède connaissait cette manière de ramener la quadrature 
de l’ellipse à celle du cercle, mais elle lui paraissait dépendre de 
lemmes difficiles à accorder (lettre à Dosithée, servant de préface au 
Traité de la quadrature de la parabole). Les lemmes dont il s’agit 
ne peuvent être que les principes de la méthode des limites. 


5. 
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2 


(42 


Vas LT NON T'es : op? 
d’où 
pe UIEUt 2° 
ire — —— arc tang { + const. 
2 2 
= Save ed arc tang( CEE) const, ; 


et bi suite 
I T AE 27? 
UV A3— A2 « «dx = AV ax + e Pr DANS 


I dre : 
= XVe y ns aTC Sin — on 
2 2 a 


ce qui donne enfin 


bar CR RE ONE x ab z 
u—=— V/ ax + —arc sm + — arc sin —- 
24 2 a 2 a 


On en conclut que _ est l'aire du quadrant elliptique 


OAmB, et que x ab est l'aire de l’ellipse entière. 


Comme “Z est l'aire du triangle Onp, celle du sec- 
2 


ht: | b . 
teur elliptique BO7? a pour valeur %° sin *. 
2 a 


339. Si l’on emploie l'équation de l’hyperbole sous la 


forme 
b 


me ë mat, 
et que l’on pose, pour faciliter le calcul, la relation auxi- 
liaire 
Va a —={t, 
on à 


“A Vase. dr av re eh log pre] +-cons£.., 
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ce qui équivaut à 
JL LEA ADN Ro LL 
“A Lx a. dr — 4 Va — fa log{x+V/x2—a2)+-const., 


en comprenant dans la constante arbitraire le terme 
ln A a T—V X2— a2 
— log &— — log | ——— — 
4 À TH V7 32 — a? 

En conséquence, on trouve pour la valeur de l'aire hy- 


perbolique Aprn ( fig. 4 
u — A. LÉ TTrS dr ee | Eu) 


7 dual 7) 
VER 


__ ab NE NE DU 
secteur OnA — # log ( À ;) ; 


ce qui entraine comme conséquence que l'aire comprise 
entre l'hyperbole et ses asymptotes est infinie. 

L’aire de l’hyperbole dépend d’une fonction logarith- 
mique, de même que l’aire de l’ellipse dépend d’une fonc- 
tion circulaire. L’analogie géométrique de l’ellipse et de 
l’hyperbole correspond à l’analogie des fonctions trigo- 
nométriques et exponentielles, et de leurs inverses, les 
arcs de cercle et les logarithmes. 

L'équation de l’hyperbole équilatère, rapportée à ses 
asymptotes, étant 


+ —log(r+ 1/72). 


Donc 


a? 

XV ETS us 
l'aire de l’espace asymptotique compris entre les or- 
données qui répondent aux abscisses x,,æx, a pour 


valeur 
Col Fe 
TE as ae — log (=); (x) 


et si l’on prend a 4/2, x,—1, il vient simplement 
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u—log x. Ainsi les logarithmes népériens peuvent être 
considérés comme donnés par les aires d’une hyperbole 
équilatère. C'est pour ce motif qu’on les a longtemps 
désignés par la dénomination de logarithmes Lyperbo- 
liques ; mais cette dénomination était mal choisie, puis- 
que, si l’on donne à la constante «& une valeur convenable, 
la fonction w, déterminée par l'équation (1), représen- 
tera également bien tout autre système de logarithmes. 
On sait en effet [64] que les logarithmes à base quel- 
conque se déduisent des logarithmes népériens quand 
on multiplie ceux-ci par un module constant pour chaque 
base. 

L’équation (1) cesse d’avoir lieu, ainsi qu’on l'a ex- 
pliqué [99]. quand la yaleur x—0, qui rend infini le 
coefficient de dx sous le signe /, tombe entre les limites 
de l'intégration. En conséquence, on ne peut exprimer 
par cette formule l’aire qui serait limitée par deux or- 
données de signes contraires, appartenant à deux bran- 
. ches de la courbe. 

On peut toujours passer, par des additions ou des sous- 
tractions de polygones rectilignes, de l’aire d’une courbe 
rapportée à un système de coordonnées rectilignes, obli- 
ques ou rectangulaires, à l’aire de cette courbe prise 
dans un autre système de coordonnées rectilignes. Telle 
est la raison pour laquelle la fonction logarithmique, 
qui s'offre immédiatement dans le calcul de l’aire de 
l’hbyperbole rapportée à ses asymptotes, reparaît à la suite 
de diverses transformations, quand on rapporte l’hyper- 
bole à ses axes. 

340. En mettant l'équation de la logarithmique sous 
la forme 7—=e", on aura 


Val L 
HS { e'dx = e*— 1, 
Jo 
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valeur qui se réduit à —1 quand on fait 4——% . Ainsi 
l'aire de l’espace compris entre l’ordonnée OB (fig. 79), 
la courbe BM' prolongée à l'infini du côté des abscisses 
négatives, et l’asymptote OX’, aussi prolongée à l'infini, 
a une valeur finie, égale au carré construit sur la droite 
OB. 

La cycloïde étant donnée, comme dans le n° 176, par 
le système des deux équations. 


= R(?— sine), y=R(i—cose), 


u—f ydx= Ref — cos p)”dy 
O O 


—= R°(£9 — 2 sin p + + sin 29). 


on aura 


On prendra pour la limite supérieure de lPintégrale 
g—2T, afin d’avoir l'aire comprise entre un arceau et 
la base de la cycloïde, ce qui donnera u—3TR}?, c’est-à- 
dire le triple de laire du cercle générateur. La formule 
qui précède s'étend d'elle-même à des valeurs quelcon- 
ques de + et à la quadrature d’un nombre quelconque 
d’arceaux. 

341. L’aire limitée par une courbe plane fermée est 
une quantité indépendante du système des coordonnées 
auxquelles on rapporte la courbe; et cette aire, que nous 
désignerons par Ü, est ordinairement celle que l’on se 
propose de déterminer dans un problème de quadrature. 
Si la courbe est algébrique, son équation F(x,7)=— 0 


donne au moins deux racines J=fx, y = fx, corres- 
pondant à la même abscisse, et dans ce cas on a 


U—f "(te Sa)de—f "ed —f {tar : 


fx désignant l’ordonnée de l'arc 1, #, m, (fig. 80), f,x 
celle de l’are 7», n, m,, x, et x,, les abscisses des droites 
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me Pe et, p, qui limitent la courbe parallèlement à l'axe 
des y. Les arcs nn, m,,m, RM, pourraient d'ailleurs 
appartenir à des courbes algébriques différentes, ou à 
des courbes non algébriques, et éprouver dans leur cours 
des solutions de continuité du second ordre ou des ordres 
supérieurs. L'intégrale U se décomposerait sans diffi- 
culté en un plus grand nombre d’intégrales partielles, 
si la courbe fermée affectait des sinuosités, comme celles 
qui sont indiquées sur la fig. Gr. 

L’aire d’une courbe, telle qu’on la définit dans le sys- 
tème des coordonnées polaires [180][, ayant pour diffé- 
rentielle | 
du = + "de, 


sera donnée par la formule 


er Lt 
“©, fr4 


dans laquelle il faudra substituer pour 7? sa valeur en 
fonction de # donnée par l’équation polaire. Si la courbe 
est fermée et comprend dans son intérieur l’origine des 
rayons vecteurs, de manière que, pour chaque valeur 
de # comprise entre o et 27, 7° ait une valeur réelle et 


U—:f ra 
=. r°de. 


La courbe étant toujours fermée, et le pôle se trouvant 


unique, il vient 


dans l’intérieur de la courbe, il peut se faire, si elle 
offre des sinuosités, que, pour les valeurs de # comprises 
entre de certaines limites, r? ait 3 ou h, ou en général 
un nombre impair de racines réelles. Au contraire, si le 
pôle se trouvait hors de l'enceinte formée par la courbe, 
r* aurait toujours un nombre pair de racines réelles. 
Dans toutes ces circonstances qu'il suffit d'indiquer, l’in- 
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tégrale U se décompose en diverses intégrales partielles, 
ayant chacune des limites particulières. 


$ 2. Rectification des courbes. 


342, Le problème de la rectification des courbes est 
une application importante du calcul intégral, au sujet 
de laquelle nous croyons devoir entrer dans quelques 
éclaircissements que l’on néglige pour l'ordinaire. 

En désignant par s la longueur de l'arc d’une courbe 
plane, dont x et fx sont les coordonnées rectangulaires, 
on a [174] 

ds =V/i1+(fz}.dx, 


et par conséquent, 


ù =} TE. de, (s) 


x, étant l’abscisse du point de la courbe, à partir duquel 
l'arc est mesuré. 
Pour que le coeflicient de dx sous le signe / devienne 


infini, il faut et il suffit que fx passe aussi par l'infini; 


* 


mais dans ce cas même la formule (s) ne devient pas 
illusoire, si fx conserve une valeur finie. Soit en effet 
6 la valeur de x qui rend f’x infinie : d’après ce qu’on 
a vu [322], fx conservera néanmoins une limite finie, 
si le produit (x—£ ) f'x converge vers une valeur finie 
ou vers zéro, pendant que x s'approche de plus en plus 
de la valeur Ë. Or cette limite est la même que celle 
du produit 
(a — OV i+ ar; 

et par conséquent, dans le cas où l’ordonnée de la 
courbe conserve une valeur finie, quoique la tangente 
soit perpendiculaire à l'axe des x, la formule (s) ne 
tombe pas en défaut. 
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Elle tomberait en défaut, mais d’une autre manière, 
si fx et f'x devenaient imaginaires pour certaines va- 
leurs de x et que cependant le radical|/1+ {fx} restât 
réel. Si par exemple on avait 


db = Wr— 1) 
ou bien [339] 


JTE AVR —. = Jog(x + V1) + const., 


la formule (s) donnerait 


| e j 
= ad — (a —2.); 


o 


et la valeur de s demeurerait réelle, même pour des va- 
leurs de x numériquement plus petites que l’unité, qui 
rendent f’x et fx imaginaires. 
343. Le radical 
TFUE = R 

doit en général être pris avec le même signe dans toute 
l'étendue de l’intégration, afin que, si la valeur de l'arc 
est positive quand il se termine à des points situés au delà 
de celui que l’on prend pour origine des arcs, elle soit 
négative quand l’arc se termine à des points situés en 
decà de l'origine, ou réciproquement. En conséquence, 
lorsque l'intégrale pourra s’obtenir sous forme finie, le 
radical R quise retrouvera dans l'intégrale [290], ne devra 
pas y être censé affecté du double signe; au contraire, 
les radicaux qui pourraient se trouver dans (f’x}, et 
qui proviendraient de la multiplicité des branches de la 
courbe, devraient être affectés dans l'intégrale d’un 
double signe, afin que l'expression de l'arc de la courbe 
eût toute la généralité qu’elle comporte, et qu’elle s’ap- 
pliquât, non-seulement à une branche de la courbe, mais 
à toutes les branches. | 
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Remarquons maintenant que si la courbe avait deux 
branches symétriques par rapport à une droite parallèle 
à l’axe des x, fx aurait bien deux valeurs numérique- 
ment égales et opposées de signes; mais le carré ( fx}, 
qui entre dans l'intégrale (s), n'aurait plus qu'une seule 
valeur. Dans ce cas, si les deux branches se raccordaient 
en un point 72, (fig. 82) pris pour origine des arcs, il 
faudrait prendre le radical R avec le double signe, afin 
qu'à une même abscisse Op—x pussent correspondre 
deux arcs #1, mm, m', l'un positif, l’autre négatif. 

Si au contraire les deux branches qui se raccordent 
au point 72, (fig. 83) n'étaient pas symétriques par rap- 
port à une droite parallèle à l'arc des x, la quantité 
( fx) renfermerait un radical 6 : il faudrait combiner 
dans l’intégrale le signe —- du radical R avec le signe 
du radical 8 qui appartient à la branche 7», m, et le signe 
— du radical R avec le signe du radical + qui appartient 
à la branche mn,’ ; toutes les autres combinaisons entre 
les signes de ces radicaux devraient être rejetées comme 
étrangères. 

On voit donc que, suivant les cas, il faudra, pour faire 
cadrer les formules analytiques avec les formes des 
courbes à rectifier, tantôt donner aux. formules ‘toute 
l'extension qu’elles comportent algébriquement, et d’au- 
tres fois en restreindre la généralité algébrique. 

344, Apphquons d’abord la formule de rectification 
à la parabole ordinaire, dont nous mettrons l'équation 
sous la forme 

m à 
PE. 
2 
En plaçant l’origine des arcs au sommet de la parabole, 
nous aurons 
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S — rm. dx = æV/x + m2x2 
O 


I ee 
+ log(nx + Vie) (2) 


Il est aisé de voir que cette expression change de signe 
en conservant la même valeur numérique, lorsqu'on 
change x en —x; ce qui s'accorde avec la situation 
de la parabole par rapport aux axes. D’ailleurs on ne 
peut prendre négativement le radical L/3E»°x, puis- 
qu'on tomberait sur un logarithme imaginaire. 

Considérons maintenant la parabole de Neil [197], en 
donnant à l'équation de cette courbe la forme 

my = æs 

et prenons pour origine des arcs l’origine des coordon-. 
nées où la courbe subit un rebroussement de première 


espèce (/ig. 53). La formule (s) donnera 


œ 3 
À V4 dr Em [V/G+25 |: (3) 
Cette formule tombe dans le cas de défaut que nous 
avons signalé [342] : elle devrait donner pour s des 
valeurs imaginaires, dès que x prend des valeurs néga- 
tives, tandis qu’elle attribue à s une valeur réelle, tant 
que x reste compris entre o et — # 7». 

On sait que la parabole de Neil est la développée 
d’une parabole ordinaire [197]: il résulte de la théorie 
des développées des courbes planes, que l’on peut toujours 
assigner algébriquement la différence des rayons oscu- 
lateurs d’une courbe algébrique en deux points diffé- 
rents(x,.,), (&,,7,), ou, ce qui est la même chose 191], 
la longueur de l’are de la développée de cette courbe, 
compris entre les points (&,n), (&yn), qui sont les 
centres de courbure de la développante, correspondant 
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respectivement aux points (t,,%), (4::7,). D'autre part 
les coordonnées &,,n,; 6,1, peuvent toujours s'exprimer 
algébriquement en fonction de &,,7,; &,,7,, et récipro- 
quement. Par conséquent, toutes les courbes qui sont les 
développées de courbes algébriques doivent être recti- 
Jiables comme la parabole de Neil; c’est-à-dire que l’on 
peut exprimer la longueur de l’arc en fonction algébri- 
que des coordonnées des points extrêmes. 

La portion de l’axe des +, dont les points extrêmes 
ont pour abscisses 4—0,1x——<#n, et dans l'étendue 
duquel la formule (3) tombe en défaut, est le rayon de 
courbure du sommet de la parabole développante. 

*345. On applique immédiatement à la comparaison 
des arcs d’ellipse tout ce qui a été dit dans le dernier 
chapitre des propriétés de la fonction elliptique de se- 
conde espèce. Ainsi l'équation (12) du n° 334 établit 
une relation linéaire entre les longueurs de trois arcs 
pris sur la même ellipse, et dont les amplitudes mesurent 
les trois côtés d’un certain triangle sphérique. En vertu 
de la formule (21), la rectification d'une ellipse quel- 
conque se ramène à la rectification d’une ellipse très- 
excentrique, dont les arcs se confondraient sensiblement 
avec des portions de ligne droite, ou inversement à la 
rectification d’une ellipse très-peu excentrique dont les 
arcs se confondraient sensiblement avec des arcs de 
cercle. 

L'équation de l’hyperbole rapportée à son centre et à 
ses. arcs étant 


si nous posons 


4: a 


ne de Ur 
a? +6? À sin 9”? 
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la longueur de l'arc, mesuré à partir du sommet de 
l’une des branches de la courbe, est 


de LR ST ANR 2-03 Paie Solde; 
se Véniee. d=—°f V'1—csin29 = ds . 
LION c}). sin” 


Mais lot par parties donne 


+ PE ir STORE cos” od 
lacs è ù ——Cotv. V'1—c sin2 ef. 
Sin ® 1 


V1—e2 sin2@ 
et l’on a d’autre part identiquement 


2 
cos 9 ï DCE meps 1— I 
Re te 1—C2sin2Q9 — gsm = mere LS 
V'1—csin9 c à c: V'1—csin0 


En conséquence 
DE : cote V/iersinrg +E(c,e)-E(c)-(1-c°)[F(c,+) (| 


en sorte que l’arc d’hyperbole s'exprime au moyen de 
deux fonctions elliptiques de première et de seconde es- 
pèces. 

On peut chasser les fonctions F(c,+), F(c) au moyen 
des équations (17) et (18) du n° 335 , ce qui donne : 

= cot ®.V/1—esin2 — 20 sin ? + Elc) — E(c,y) 
+ 2(1 + c) Ec,,o,) — (1 + c)E(c;). 

Ainsi la rectification de l’hyperbole est ramenée à dé- 
pendre de celle de deux ellipses d’excentricités diffé- 
rentes, théorème dont on doit la découverte à Landen. 

Pour trouver ce que représente dans ce cas l’arsplitude 
, décrivons un cercle du point O comme centre, et du 
demi-arc OÀ comme rayon ( fic. 84); du point 7», dont 
l’abscisse est +, abaissons l’ordonnée mp, et par le pied 
p mMenons une droite qui touchera le cercle en # : on a 

a «a 
7 costOp sin BO?? 

et par conséquent angle BOr—+. 
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Si l'on prolonge l’ordonnée pr jusqu’à la rencontre de 
l’asymptote en x, et qu'on appelle r la longueur On, il 
viendra 


Aie sit] p? 
? \ 
d’où 


2 (r — s) — LE +2csing—#E{c) + E(c,e) 


sin 
—2(1+c)E (cg) + (1 + c)E(c). 
Si l’on fait dans cette expression 9 —0, ce qui corres- 
pond à æ—0o, on a 
snp—0o, E(cyp)—o, #,—=o,. Ec,s,)=— 0; 
quant au terme 
I — COS PV” 1 —c2sin° @ 
sin } 
il se présente sous la forme ?, et se réduit à zéro d’a- 


près la règle connue : donc on a dans ce cas 
= (r—s)=(1 + 0) E(c) —E(c) 


En d’autres termes, lorsque les longueurs A7, On vont 
en croissant indéfiniment, la différence On — Am con- 
verge vers la limite 


[4 A 

2x + 0) E(e)—E(o) 
“346. On a trouvé [180] pour la différentielle d’un 
_arc de courbe plane, en coordonnées polaires, 

Mn Us V” dr: Lr°de* : 
d’où l’on tire 
s— [vd LES D V'fr. dr, 

Po To 
selon qu’on veut éliminer la variable 7 ou la variable +, 
au moyen de l’équation polaire de la courbe. 

Par exemple, l'équation de la lemniscate [213] 
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LES  } à 2 
J'EN EEE) 


devient en coordonnées polaires 


= a(cos"? — sine); 


ce qui donne, quand on prend pour origine des arcs le 


point A (fig. 60), où la lemniscate coupe l’axe des x, 


2 RE (4). 
a o V” cos? © — sin? @° 4 


Posons 


“ee A y 
Sin ® ————,sin 
2 d 


cette expression deviendra 


CPEUNT ÿ NE VER î 
RU GUL Pr ere A FA 


En On qpen ces les propriétés de la fonction elliptique 
de première espèce peuvent se traduire en propriétés de 
la lemniscate, qui sous ce rapport offre des analogies 
très-curieuses avec le cercle. Le géomètre Fagnani est 
le premier qui ait étudié la lemniscate sous ce point de 
vue, et ses recherches ont été l’origine de la théorie des 
fonctions elliptiques. 

Il faut remarquer que les équations (4) ou (5) ne 
donnent les valeurs de s que pour les valeurs de # com- 
prises entre —+# et + +, ou pour les valeurs de Ÿ com- 
prises entre — +r et = x, en sorte qu'elles ne s'étendent 
pas au delà du point d’inflexion de la lemniscate. 

347. La cycloïde ayant pour équation différentielle 
[177] 

d Vi 

dx Ÿ £ 
si l’on compte les arcs de l’origine des coordonnées, on 
trouve 
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en fhrid Mubhocuan 2 
AT Ê PAR RE. 


Cette expression de s en fonction de y tombe visible- 
ment en défaut pour les valeurs négatives de y, puisque 
les valeurs correspondantes de s, données par la for- 
mule, seraient réelles et négatives , tandis que la courbe 
ne s'étend point du côté des y négatifs. Elle ne donne 
- également la valeur de s que pour un seul arceau , et 
par conséquent n’a pas la généralité que comporte la 
description géométrique de la courbe. Il faut même, 
pour que la formule s’étende à un arceau entier, prendre 
successivement, avec des signes différents, le radical qui 
entre dans la valeur de s. Toutes ces anomalies s’expli- 
quent à l’aide des remarques faites plus haut [342 ec 345]. 

Quand on prend 7 —2R , on a pour la longueur d’un 
demi-arceau s—4R, ce qui s'accorde avec ce qu’on a 
trouvé en cherchant la développée de la cycloide [198]. 

L'expression de l'arc de cycloïde affecterait une forme 
extrêmement simple, si le point Q ( fig. 42), sommet 
d’un arceau , était pris pour origine des arcs et en même 
temps pour origine des ordonnées y, comptées de Q en 
S. Ceci revient à écrire 4R— 5 au lieu des, et 2R— y 
au lieu de y, d’où 

Sea hr 
valeur qu'il faudrait prendre avec le double signe, à 
cause de la symétrie de la courbe par rapport à la 
droite QS. 

L’arc de la spirale logarithmique [181], qui a pour 
équation polaire r—e"*+, sera donné par la formule 

T 
S—| Vi pme —=—-——— (enr_erse ) — (r—r,): 
Co D m 


formule qui est une conséquence très-simple de la pro- 
TO IL 6 


V” m2 V1 un? 
n 
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priété caractéristique de cette spirale, celle de couper 
tous ses rayons vecteurs sous un angle constant, dont 


Le [442 
le cosinus est. ———— 
1+ m° 


348. Soient y — fx, z—fx les équations d’une ligne 
dans l’espace; et x, l’abscisse du point de la courbe que 
l’on prend pour origine des arcs : on a [223] 


| Er MATDETER (S) 


Il est clair que le radical pourra rester réel, non-seu- 
lement dans des cas où fx, fx seraient imaginaires, 
leurs carrés étant réels, mais encore dans le cas où 
(fx), (fx)? auraient leurs parties imaginaires égales 
sauf le signe. Alors la formule de rectification des lignes 
à double courbure tombera en défaut, de même que 


cela arrive à la formule de, rectification des. courbes 


« 


planes. 

Pour donner une application de la formule (S), pre- 
nons l’hélice représentée [234] par le système des trois 
équations 

z=Recose, yY—=Rsiny, z—akhy, 
qui donnent 
dx=—KRsinede, dy—Reosode, dz —aRdo, 
et par suite 


Ty. dz a 
1 pre LT Er a 
LE —— cot fre > 
f dx ?? dx sin o” 


S RTS [de RE (5) 
Pc 


On aurait pu obtenir directement la même expression, 
en considérant que l’hélice se transforme en ligne droite 
quand on développe la surface cylindrique sur laquelle 
elle est tracée. 
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$ 3. Cubature des solides de révolution. 


349. La mesure du volume d’un solide de révolution 
se ramène facilement aux quadratures ou à l'intégration 
de fonctions différentielles d’une seule variable. Prenons 
en effet l’axe de révolution pour celui des +, et soit 
7=/fx l’ordonnée de la courbe méridienne, » le volume 
de la tranche comprise entre deux plans perpendicu- 
laires à l’axe de révolution, ayant respectivement pour 
abscisses, l’un la constante x,, l’autre la variable x. 
L’accroissement Av sera compris entre le cylindre qui a 
pour volume 7+y’Ax, et celui qui a pour volume 
r(y—-Ay)aAx; du moins quand on prendra Ax assez 
petit pour que l’ordonnée y soit constamment croissante 
ou décroissante dans lintervalle Ax. Or on a 

Ty Ax 
+MYAr 


lèm. 
donc 
; Av 
lim. TRS LMOURAEIS- TT LE, 
et par suite 
E v3 
PT Véorés 
x; 


La formule tombera en défaut dans son application 
géométrique , si (/x)° reste une quantité réelle , quoique 
fx prenne une valeur imaginaire. 


Supposons que la courbe méridienne soit l’ellipse 
2 


7 TER æ (a° it L") ) 


et posons 4,—0 : il viendra 


b? x rh? 413 
rl, (a? — 2° dx — = (aa—T), 


expression qui reste réelle pour des valeurs quelconques 


6. 
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de x, et positive pour les valeurs de x<aV/3, tandis 
que la courbe méridienne ne s'étend pas au delà de labs- 
cisse a. La formule donne #rab? pour le volume entier 
de l'ellipsoïde de révolution. 

Proposons-nous encore de cuber le solide annulaire 
engendré par la rotation du cercle MNM'N° (fig. 74) 
autour de la droite PP’ menée dans le plan de ce cercle 
et prise pour arc des x. Nous ferons passer l'axe des y 
par le centre du cercle dont le rayon sera r, l’ordonnée 
du centre étant désignée par R , de manière que 

NM=R+V r 2», 

N=R=-V rx, 
soient les ordonnées des demi-circonférences MNM’, 
MN'M'. Le volume de l’anneau aura pour valeur 


e=r | (V2 — 73 )dz = 47TR ; Wr—a.dx. 
Mais on a [338] 


SEE | DER US de NÉE 
SV Rx —=-xV/r x + 7° .arc sin — +4- const. ; 
2 2 r 


donc 
v—92Tr"/rk. 


$ 4. Quadrature des surfaces de révolution. 


300. Si l’on inscrit un polygone à la section méri- 
dienne d’une surface de révolution, et qu’on fasse teur- 
ner le polygone avec la courbe circonserite, chaque 
côté du polygone engendrera la surface développable 
d'un tronc de cône. Or, l’on entend par aire d’une 
surface de révolution, la limite dont s’approche la somme 
des aires de ces troncs de cônes, quand les côtés du 
poligone inscrit décroissent indéfiniment, ou quand le 
poligone inscrit appproche de plus en plus de se con- 
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fondre avec la courbe. Cette définition est analogue à 
celle que nous avons donnée de la longueur des lignes 
courbes [1 74]; et nous reviendrons encore sur ce sujet, 
en parlant, dans le chapitre suivant, de la mesure des 
aires des surfaces quelconques. 

Conservons toutes les notations du n° précédent, et 
appelons w l'aire de la portion de surface de révolution 
interceptée entre les deux plans perpendiculaires à l'axe 
des +. L’aire du tronc de cône engendré par le côté du 
polygone inscrit qui Joint les points (x,y), (x + Ax, 
+ %h est exprimée par 

7 (2 + Ay)V/aas + ay + Ar? ; 
et son rapport à l'accroissement Ax a pour limite 


dy”. 

27 V4 

À di” 

donc, d’après la définition de la grandeur u, 


du dy° 
RE de 


d’où 
ur {fe VU dar 


Pour certaines valeurs de x, la formule tombera en dé- 
faut dans son application géométrique, si la fonction 
sous le signe / reste réelle, tandis que fx passe par des 
valeurs imaginaires. 

Appliquant cette formule à l’ellipsoïde de révolution 
considéré plus haut, nous aurons 


À 2 
db ere ro We 


a J o 
Supposons d’abord lellipsoïde allongé ou a > b, et 


bp à - 
posons — €? : il viendra 
(42 


2 


MCE 
u= Rd (à 1 + .arc sin— }: 
[42 
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: . \ @ 
On pourrait attribuer à æ des valeurs > a et < -, 
C 


sans que l'expression de w cessât d’être réelle, mais on 
sortirait des conditions géométriques du problème. La 
formule donne pour l'aire totale de l’ellipsoïde allongé 


27 (D? + = arc sin C). 


arc Sin C 


Quand c — 0, on a a—b, — 1,et l’on retrouve 


l’expression connue de la surface de la sphère. 


Supposons en second lieu lellipsoide aplatt, ou 


D — a . 
a <b, et posons rs c? : on obtiendra 


nb Éy/RREAee © lo (ee nu VOLE +) |» 


expression qui reste At pour des valeurs quelconques 
de x, et d'où l’on déduit, pour l’aire totale de l’ellip- 


soide aplati, 
T [a+ Fe log ( +) . 
2C IC 


Quand c—0, on trouve que lexpression 
log (: Lu <) 
L—c 
C 
a pour valeur 2, et l’on retombe encore de cette maniere 
sur l’expression de la surface de la sphère. 


La surface annulaire engendrée par la révolution dn 


cercle MNM'N° ( fig. 74) a pour valeur 


r dy? ” dy? 
arf" | Var, 1 + a [ar 


c’est-à-dire le produit des deux circonférences dont les 
rayons sont 7 ct R. 


RAA RAR LR LV WE LA RAA RAR GATE ATAS SALLE UE UE ER LAS SARA LAURE LA ULAAUA UE AA BA RUE AURA LE LR AB UUUE GA LAURE 


CHAPITRE VI. 


INTÉGRALES DÉFINIES MULTIPLES. A PPLICATIONS 


GÉOMÉTRIQUES ET PHYSIQUES. 


tn 


$ 1°°. Intégrales doubles. — Application à la cubature des volumes 
terminés par des surfaces courbes quelconques. 


301. Soit f (x, y) une fonction de deux variables in- 
dépendantes x,y, laquelle est supposée conserver tou- 
jours des valeurs finies entre les limites x,, x; »., y. On 
pourra prendre d’abord la somme des valeurs infiniment 
petites de f (x, y) dy entre les limites »,, 7; et cette 
somme, ou l’intégrale définie 


v} 
f'renar 
Z 
sera une certaine fonction de x. Si l’on prend ensuite la 
somme des valeurs infiniment petites de 


(fran )as 


entre les limites x,, x, on aura l'intégrale définie 


double 
Jr )es 


ou, en supprimant les parenthèses pour plus de simpli- 
cité dans l'écriture, 


hs k ve | fr)drd: (a) 


et cette somme est manifestement celle de toutes les va- 
leurs infiniment petites du second ordre que peut prendre 
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la fonction 
J(x,y)dydx, 

quand on y fait varier x par intervalles infiniment pe- 
tits dx, y par intervalles infiniment petits dy, entre Îles 
limites x, 4349200 

En d’autres termes, si l’on divise l'intervalle x—x, en 
m parties égales Ax, l'intervalle y—y, en n parties éga- 
les Ay; que lon prenne la somme de toutes les valeurs 
de la fonction 

far) Arhe &) 
en combinant toutes les valeurs de x comprises dans la 
série 
Loy Lo + A, x, + 21x,..,2,+(m—1)Ax, 
avec toutes les valeurs de y comprises dans cette autre 
série 
Jos Jo HAT Jo + 247, 7e + (1 —1)Ay; 

à mesure que l’on prendra pour 77 et nr des nombres 
plus grands, ou pour les intervalles Ar, Ay des fractions 
plus petites des intervalles primitifs, la somme obtenue 
convergera vers une certaine limite, qui est précisément 
la valeur de la double intégrale (a). 

Il suit de là, que l’ordre des intégrations n’a aucune 
influence sur la valeur de l'intégrale double, et qu’on 
peut écrire indifféremment 


Œ Li ÿ x 
13 M f{x,y)dydx, ou J, Jl f(x,y)dxdr. 


392. Si l’on construit la surface dont x, y et z — 
f(x, .») désignent les coordonnées rectangulaires, la quan- 
tité () mesurera le volume d’un parallèlepipède rec- 
tangle qui aurait pour base Ax Ay, et pour hauteur l’or- 
donnée z. Les intersections des plans latéraux de ce 
parallèlepipède avec la surface circonscrivent un quadri- 
latère courbe dont la projection en xy est le rectangle 
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Ax Ay. Le volume compris entre ces plans latéraux, la 
base du parallèlepipède (6) et la surface z—f(x, 7), ne 
diffère du volume du parallèlepipède (4) que par un 
certain volume (8) moindre que Ax Ay (Az), (Az) étant 
la différence des valeurs extrêmes que prend l’ordonnée z 
pour les points de la surface qui se projettent en xy dans 
l’intérieur ou sur le contour du rectangle Ax Ay. Quand 
la fonction z n’éprouve pas de solution de continuité du 
premier ordre, (Az) est une quantité du même ordre de 
grandeur que Ax, Ay : donc, si Ar, Ay sont des quantités 
très-petites du premier ordre, auquel cas le volume du 
parallèlepipède (2) est une quantité très-petite du second 
ordre, le volume (6) se réduit à une quantité très-petite 
du troisième ordre. Donc l'intégrale (a), qui est la li- 
mite vers laquelle converge la somme des quantités (6) 
par le décroissement indéfini des dimensions Ax, Ay, 
mesure le volume limité dans un sens par le plan xy, à 
l’opposite par la surface courbe, et latéralement par 
quatre plans, dont deux sont menés parallèlement au 
plan æz aux distances y, y. 
Le quotient 


g; 1% APTE 
fi Lrenaer  [2 [rendra 
JE [7 are à (r— x) (Y—7) 


exprime encore la moyenne de toutes les valeurs, en 
nombre infini, que prend (pour les points du plan xy 
compris dans l’étendue du rectangle déterminé par lin- 
tersection de ce plan avec les quatre plans perpendicu- 
laires que l’on vient de définir) la hauteur z, ou plus 
généralement la fonction f (x, ») qui peut avoir une 
siguification géométrique ou physique quelconque [33]. 
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353. Quand on aura effectué les deux intégrations 
indiquées par l'expression (a), le résultat obtenu sera 
une fonction des limites supérieures x, y que nous dési- 
gnerons par F(x, y); de sorte qu'on a, en vertu de la 
définition, 


e NO RD [fe de 


dŒE(x 

= = ep) Co) 
Si l’on pouvait trouver, par un moyen quelconque, une 
fonction F (x, y) qui satisfit à l'équation (c), la fonction 

étant donnée, toute autre fonction de la forme 
F(z, ) + 9x + Y; (ci) 
où Ÿ, 4 désignent des fonctions absolument arbitraires, y 
satisferait pareillement. En effet, quand on prend la dé- 
rivée partielle de la fonction (c,) par rapport à x, on 
fait disparaître la fonction Ÿy, et ensuite, lorsqu'on 
prend la dérivée partielle par rapport à y de la fonc- 


tion 
dE(x,7) re dex 
dx dx ? 


on fait disparaitre la fonction ee . Le résultat serait le 


même, si l’on opérait les deux a Lis dans un 
ordre inverse. 

Pour trouver une fonction F(x,y) qui satisfasse à 
l’équation (c), il suffit de prendre d’abord l'intégrale 


indéfinie 

JSSx,7)dy, 
en regardant x comme une constante, et après avoir mul- 
plié par dx le résultat obtenu, de prendre encore l’in- 
tégrale indéfinie de cette fonction différentielle, en trai- 
tant dans la seconde intégration æ comme variable et 
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y comme constante. On indique cette double opération 


par 
Ia ndrdx. (d) 
Si lon pratiquait les intégrations indéfinies dans un 
ordre inverse, comme l'indique l'expression 
Nftx,r)dxdr, 
la fonction F,(x,7) que l’on obtiendrait, ne pourrait dif- 
férer de la fonction F(x,y) obtenue en premier lieu, que 
par l'addition de termes de la forme 
ox + ÙY + const., 
qui s'en vont à la suite de deux différentiations par- 
tielles, lune par rapport à x, l’autre par rapport à y. 
L'expression (d) est celle d’une éntégrale indéfinie 
double. 

394. Revenons aux intégrations définies qui font l'ob- 
jet spécial de ce chapitre. Au lieu de prendre l'intégrale 
SS&:7)dr 
entre des limites y,, y, qui ne varient point avec x, on 
pourrait la prendre entre des limites variables gx, +, x; 

et alors l'intégrale définie 


JR fn 


serait encore une fonction où la variable x entrerait 
seule. En intégrant une seconde fois par rapport à x, 
entre les limites x,, «x,, on aurait l’intégrale définie 


double 
ci fix | 
{k Je Jay )dydz = V 


Pour se faire une idée claire du résultat de cette opé- 
ration, on peut concevoir que les valeurs extrêmes 4,4, 
sont représentées (fi. 80) par les abscisses Op,, Op, ; 
les fonctions #,x, 9 x par les ordonnées des lignes ou 
des portions de lignes m,nm,, mnm,; enfin que la 


’ 
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fonction f(x,7)—2 est représentée par l’ordonnée d’une 
surface courbe, élevée perpendiculairement au plan x y. 
En vertu de ces hypothèses, et d’après ce qui a été ex- 
pliqué dans l’avant-dernier n°, l’intégrale V mesure le 
volume limité dans un sens par le plan xy, à l’opposite 
par la surface courbe dont z est l’ordonnée, et enfin par 
une surface cylindrique qui a pour section droite le péri- 
mètre M4 lo M, Ni. 

Plus généralement, si l’on désigne par A l'aire que 


pue - V ; 
ce périmètre circonscrit, le rapport à <xprime la 


moyenne de toutes les valeurs, en nombre infini, que 
prend, pour tous les points (x,y) compris dans la cir- 
conscription du périmètre, la fonction / (x,y) qui peut 
avoir une signification quelconque, géométrique ou phy- 
sique. 

Rien ne s'oppose d’ailleurs à ce que l'intégrale V soit 
réelle, quoique la fonction f (x,y) prenne des valeurs 
imaginaires, ou même reste constamment imaginaire 
dans l’étendue de l’intégration : et alors cette intégrale 
n'a plus de signification géométrique ou physique. 

Menons parallèlement à l'axe des x les droites 7, q, 
ñ, x, qui limitent le périmètre; désignons par 7,, y, les 
ordonnées Og,, 0g,, et par 4,7, Ÿ,y les valeurs de labs- 
cisse + en fonction de y pour les portions de lignes 
Mol, RM, : NOUS aurons évidemment 


7 Mie: jar =f [pendre = v. 
0 Cv4 Lo PT 
399. Lorsque la fonction f(x, y) passe par l'infini 


dans l’étendue de la double intégration, l'intégrale double 
ne peut plus être considérée comme une somme d’élé- 
ments, et tous les raisonnements fondés sur cette con- 
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sidération tombent en défaut. Ainsi, comme M. Cauchy 

l’a remarqué le premier, la double intégration peut 

donner dans ce cas des résultats différents, selon l’ordre 

dans lequel on effectue les intégrations simples. 
Prenons pour exemple HS double 


118 TES Dre) ÿ dxdy, 


pour laquelle le coefficient de dxdy devient infini, lors- 
qu’on fait x—0, y—0. On a, en intégrant d’abord par 
FR à la variable +, 


LES ———— +-const., k KES PEU RO 
4 TX nu: (2 +7) TE 1+7°? 
et en intégrant ensuite par rapport à y, 
EL AT 
2 Meme 
—11+7 


Si les intégrations s’effectuent dans un ordre inverse, 
on à au contraire, 


y? —2° rUeA V2 2 
—— dy = ——+const., à 
CRETE Le ET" 
dr 
— 2 Rs — 7; 
—_#si1+x ; 


en sorte que la différence des deux valeurs obtenues est 
égale a 2T. 
Désignons par F(x,y) une fonction telle que 


ŒE(x,y 
dE (LT); 
et soit 


HD) ox), 


ou, ce qui est la même chose, 


px 7) ir 0) dy, Wx,7) —/f{x,7)dx ‘ 


l'intégrale double 


x ; J'ï 
sf 1£ J{x,r)dydx, 


dF(x,y) 


dy — dx, T), 
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sera indifféremment représentée par 


Ti J'x 
Re [o(x,7.) — pXT0)] dt, “ [r7) — Yroar) dr; 
de facon qu’on aura en général, pourvu que / (x,7) ne 
passe pas par l'infini, dans l’étendue de la double in- 


tégration, 
F Lo(r,7.)— or, )ldr — É an) — Wan )ldr 


Admettons maintenant que les valeurs 2—#, y—", 
rendent f (x,7) infinie, et désignons par « un nombre 
positif qui converge indéfiniment vers zéro : on aura, 
d’après l’équation précédente, | 


trad -earide + 5 te) das 
[b(a,,7) iirg UÈHE,T) —+- VE—e,y) —V(x,,7)ldy 
— {7 Han) -Wx 12 /eh see We F4 
[7 Chen) Mn ME) HE er 
À la limite il viendra : | | 

à ‘ Lp(ar)-p(x,7.)ldr — f. à Er) — dar )dy 

— lim [En KE 
A 


o 


U 
LL “fe 7 fa )drdr — f : Le drdy 
= im.[. HE eu) Vend 


Pour obtenir la limite indiquée, on ne doit faire s —0 


O 


qu'après avoir effectué l'intégration par rapport à y, 
attendu [323] que la fonction 4 (x, y) devient infinie par 
hypothèse, pour une valeur de » comprise entre les Hi- 
mites de l'intégrale, 
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Dans l'exemple donné plus haut, on a 


| TL 
ER errant 60, 


2€ 
WE +He,r)— dé —E:,r) en 


F ; dy = 2 [are tan : arc t TEE | 
E rat “ ô SNA a( .) 4 


valeur qui se réduit à 27 à la limite, quand on fait «—0, 
ainsi qu’on l’a trouvé par le calcul direct de l'intégrale 
double, en prenant successivement les intégrales simples 
dans deux ordres différents. 

L'intégrale simple 


‘à NE + EN WE enr 


Le] 


est du nombre de celles qu'on a appelées singulières : 
la quantité e étant regardée comme infiniment petite, 
tous les éléments de cette intégrale sont nuls, à l’excep- 
tion de celui qui correspond à y—1n, valeur pour la- 
quelle le coefficient de dy devient infini. 

En opérant dans un ordre inverse on tomberait sur 
l'intégrale singulière 


S'il y a, dans l'étendue de la double intégration, plu- 
sieurs systèmes de valeurs de x, y pour lesquels la fonc- 
tion f(x, 7) devienne infinie, la différence entre les deux 
valeurs qu’obtiendrait l'intégrale double, selon l’ordre des 
intégrations simples, se composera d'autant d’intégrales 
smgulières qu'il y a de ces systèmes de valeurs. 

396. Quand la ligne 72,72, mn, n, (fig. 85), qui limite 


l'étendue de l’intégrale double 
V= JT f\x,7)drdx, 
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est donnée par une équation en coordonnées polaires 
r—=fo, on peut prendre pour élément de l’aire dans l’é- 
tendue de laquelle la double intégration s’effectue, au lieu 
du rectangle infinitésimal dydx, l'aire »uvn limitée par 
deux rayons vecteurs On, Ouv, faisant entre eux l’angle 
infiniment petit dy, et par deux arcs de cercles y, nv, 
l’un décrit du rayon On—r, l'autre décrit du rayon 
On—r+ dr. La surface de cette portion de secteur 
circulaire a pour valeur 
= dl + dr) —r], 

ou simplement r«r de, en négligeant un infiniment petit 
du troisième ordre. En conséquence, si l’on désigne par 
F (r,9) ce que devient f'(x,7), ensuite de la substitu- 
tion des valeurs de x,y en r,9, il viendra 


VE jé) (r,o) rdrdo. 


Lorsque la fonction F (7,4) se réduit à l'unité, lintegrale 
V exprime simplement l'aire limitée par la courbe r—f#, 


I 2T 
in. à f. (R)Pdps 


ce qui s'accorde avec le n° 180. 
Nous avons supposé, pour plus de simplicité, 1° que 
l'origine des rayons vecteurs tombe dans l’intérieur de 


et l’on a 


l'aire limitée par la ligne 7 —f+; 2° que, pour chaque 
valeur de , r n’a qu’une seule valeur réelle et positive. 
Lorsque ces conditions ne sont pas satisfaites, les inté- 
grales doivent être prises entre d’autres limites, qu'il est 
aisé d’assigner dans chaque cas particulier. 

397. En général il peut se faire que par un change- 
ment de variables, correspondant géométriquement à un 
changement de coordonnées, le calcul de la double inte- 
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grale V devienne plus simple; et en tout cas, il importe 
d'examiner ce que devient cette intégrale par un chan- 
gement de variables. Soient donc «x, 8 deux nouvelles 
variables liées à x,7 par les équations 


re p(aP), JT = Ya), 


et posons 
Hit) — Flan : 
dx = da + 9,46, (e) 
dy = %,da + 4,df. (#) 


Pour chasser d’abord de l'intégrale V la différentielle dy, 
on remarquera que cette différentielle est prise en sup- 
posant x constant, et par conséquent dx—0, où 

p,da + o,df — 0. 
Tirant de cette équation la valeur de dB, et la substi- 
tuant dans l'équation (f), on aura 

D LES mes EX 


2 


ce qui donne 


TARES ee Let dadx, 


V— ffK8). ve A 


Maintenant :l faudra prendre la différentielle dx en 
traitant « comme une quantité constante, ou en posant 
dans l'équation (e) du—o ,d'où dr —+,df, et par suite 
V=— JS F(a,p).(bo, —14,v,)dadb. 
En opérant l'élimination de dx, dy dans un ordre 
inverse, on aurait eu symétriquement 
V8) (ei, — p)d2d8, 
expression qui ne diffère de la précédente que par le 
signe : or, comme l'intégrale 
| Dvd = (oi — p4)dadb, 
prise entre les mêmes limites que V, est la mesure d’une 
EI 7 


98 LIVRE V. —— CHAPITRE VI. 


aire, qui mesure elle-même l'étendue de l'intégrale V, 
on ne doit considérer que la valeur absolue de cette in- 
tégrale, et le signe du facteur 9,4, —9,4, est indiffé- 
rent. 

Si l’on prend 

LMD 0, VAT COS TS IDNDS 
on a | 
P—=Ccosp, Y—sine, 9,——rsinp, Ÿ,—7r cos ?, 
d'où 
PV, — où, — r cos" p + rsin o—7r, 
comme on l’a trouvé directement par des considérations 
géométriques, trop simples pour n'être pas présentées en 
premier lieu. 

308. Afin de donner un exemple de l'application du 
calcul des intégrales doubles à la cubature des corps 
terminés par des surfaces quelconques, proposons-nous 
d'évaluer le volume de lellipsoide à trois axes inégaux, 
dont la surface, rapportée à son centre et à ses axes, a 
pour équation 

2 2 2 2 2 2 

$ ++, ou DEP VAR 


ous de la section de la surface par le plan æy 


est 


—x2, 
done, si l’on pose, pour abréger, 
— Vai—x—=u, 
a 


la tranche de l’ellipsoïde, limitée par deux plans paral- 
lèles à celui des y2z, et “on aux abscisses æ,,#, 
aura pour valeur 


V — ——— Ff: fi 14 u2 U2— y2e dydx. 
—1U4 
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Or il vient 


ce qui donne 

bc x I 2 
À 'Érmm DE (a? bé LL mit | xx — (REA j 
A) 3° £ 


a o 


La valeur de V reste réelle pour des valeurs quelconques 
de x,, x; mais elle perd sa signification géométrique 
quand on donne à x,,x des valeurs numériquement plus 
grandes que a. En prerant 4, ——a, x=—a, on a 
$rabe pour le volume de lellipsoïde entier. 


$ 2. Aires des surfaces courbes quelconques. 


359. Étant donnée une surface courbe quelconque S, 
si, par des points très-rapprochés pris sur la surface, on 
mène des plans tangents, ces plans se couperont de ma- 
nière à former un polvèdre, à faces très-petites, qui en- 
veloppera la surface, et approchera d'autant plus de se 
confondre avec S, que les points auront été pris plus 
voisins les uns des autres. À une portion limitée de la 
surface S, telle que celle qu'intercepterait une surface 
cylindrique ayant pour section droite une courbe fermée, 
tracée dans le plan æy, correspondra une portion limitée 
de l'enveloppe polyédrique, savoir la portion interceptée 
par cette même surface cylindrique. Cela posé, on entend 
par l'aire de la portion de surface courbe ainsi circons- 
crite, la limite Q dont s'approche indéfiniment l'aire de 
la portion correspondante de l'enveloppe polyédrique, 
quand les dimensions des faces du polyèdre vont en dé- 
croissant indéfiniment, par le rapprochement indéfini des 
points de contact de la surface avec le polyèdre enve- 


loppant. 


100 . LIVRE V. — CHAPITRE VI. 


Menons le plan tangent à la surface S au point(x,7,2), 
et prenons le point de projection (x,y) pour l’un des 
sommets d’un rectangle ayant ses côtés Ax, Ay respec- 
tivement parallèles aux axes des x et des y [352]. Les 
plans menés par les côtés de ce rectangle, perpendicu- 
lairement au plan xy, circonscriront sur la surface S 
une aire AQ, et sur le plan tangent en (x,7,z) un pa- 
rallélogramme dont l'aire aura pour valeur numérique, 
d’après un théorème connu de géométrie, 

AyÂx 


COS Y 


(v désignant l'angle aigu du plan tangent avec celui des 
xy), ou bien [237] 
Vip +g.AyAx. | 
Donc, par la définition même de la quantité , con- 
sidérée maintenant comme fonction des coordonnées in- 
dépendantes x, y, 


d@—=V tp +q".dydx, (w) 
Q= ff (Q) 


On tire de l’équation de la surface les valeurs des dé- 
rivées partielles p, g en fonction de x, y : les limites de 
la double intégration sont données par le contour de la 
ligne qui circonscrit la projection sur le plan xy de la 
surface ou portion de surface dont il faut évaluer 
l'aire Q. 

Les éléments dQ peuvent être des infiniment petits du 
second ordre, même quand les dérivées p, g deviennent 
infinies, si d’ailleurs l’ordonnée z conserve une valeur 
finie [342], ou si elle n’éprouve qu’une solution de con- 
tinuité du second ordre. 

L'ordonnée z et les dérivées p, 4 peuvent prendre des 
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valeurs imaginaires, sans que les éléments 4@ cessent 
d’avoir des valeurs réelles ; et alors la formule (@) tombe 
en défaut, quant au sens géométrique. 

Nous regardons l'équation (w) comme la définition de 
la fonction Q, de même que nous avons regardé [174] 
l’équation 

ds Vip y2.dr 

comme la définition de la fonction s. La définition phy- 
sique que l’on donne de la longueur d’un arc de courbe, 
en imaginant cette courbe formée par un fil parfaitement 
flexible et inextensible (ou plutôt par un fil dont la roi- 
deur et l’extensibilité sont imappréciables), ne comporte 
pas d'extension aux aires des surfaces courbes, à moins 
qu’il ne s'agisse de surfaces développables; et de à même 
nous pouvons conclure qu'elle n’est pas la vraie défini- 
tion de la fonction s: car l’analogie mathématique des 
fonctions s, Q doit se retrouver dans les définitions de 
ces deux grandeurs, s1 elles sont tirées de ce qu'il y a 
d’essentiel dans la nature des grandeurs définies, et non 
d’un caractère accidentel ou secondaire. 

* 360. Cherchons, d'après la formule (Q), l'expression. 
de la surface de l’ellipsoïde quelconque 


Aa 
PR PER 
ous aurons 
ET OMC, 


2 9 8  bäz2? 


de manière que, si l'étendue de l’intégraie est limitée, 
sur le plan xy, par le contour de l’ellipse 


et si l’on désigne par Q l'aire de la portion de surface 
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située d'un côté du plan æy, ou la moitié de Paire totale 
de lellipsoïde, il viendra 


Admettons, ce qui ne restreint point la généralité de la 
solution, que l’ordre de grandeur des demi-axes à, b, c 
soit exprimé par 


db 
et posons 
2 2 
0e JE d 2 £ 2 
= =E, = I ie, 153 P>, 
d’où 
ANT Ur OS E (x) 


aa ff! RTE à -dndeé, 
de façon que le calcul de Q sera ramené à celui de l’'in- 
tégrale double 


ff" T De EN onde TA UES 


lauxiliaire € étant RD par l’équation 


a HUE IraN 2e 


AE 
(Cr — a) + (7 —B}n = —r. (2) 


Mais rien n'empêche de considérer les nouvelles va- 


ou 


riables €, n, € comme des coordonnées rectangulaires, 
et alors l'intégrale v pourra aussi être considérée comme 
exprimant le volume limité par le plan € », par la surface 
cylindrique 

Étui, (à) 
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et par l’ordonnée € de la surface (2), prise positivement. 
Or, si l’on fait mouvoir un plan parallèlement au plan 
En, dans le sens des € positifs, ce plan, en vertu des iné- 
galités (1), ne rencontrera pas la surface (2) dans l'in- 
térieur du cylindre (3), tant qu'on aura Ü< 1. Quand © 
deviendra égal à l’unité, le plan mobile touchera la sur- 
face en un point situé sur l'axe des &, et ensuite il fa 
coupera suivant une série d'ellipses qui auront pour 
demi-axes 

?2 - 
— E he VA LEE, 


ces demi-axes devenant égaux entre eux et à l’umité, 
POUF 001. 

D’après cela on peut encore évaluer le volume v en 
prenant pour élément du volume la différence infiniment 
petite de deux cylindres dont la hauteur commune est €, 
et dont les bases sur le plan En sont deux ellipses ayant 
pour aires [338] 

r.=H, r(EH AU Connrsrau de). 
Donc on a 
de C— dé: 
I 
et par cette considération ingénieuse, due à M. Cata- 
lan (*), l’intégrale double qui exprimait la valeur de v se 


trouve transformée en intégrale simple. 
Maintenant l'intégration par parties donne 


Re de =ten — [ 2HaG 


ati sr Laden is(© TTHeÈEns 
VW a) 8) V7 — 02) --f7) 


(*) Voyez le Journal de mathématiques de M. Liouville, tom. LV, 


pag. 323 ,et tom. V, pag. 119. 
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Soit 


sin ® ù 
il viendra 


ES (C—i)dt (sin°® ® — x°)do 
Va) —p)  J sin qu'a fine 


Eee Va — GB sin’ « De TE 
SE rer no ® — [ÈS sin” o 


V7 a°—$°sin* +. GA Le cos? pd 
PES Fe o — COOL” a* —f$* sin ee + 


En faisant les substitutions convenables, on trouve que 


à , : Ü 
la valeur de l'intégrale définie — se compose de deux 
TL 


parties : l’une donnée par les termes hors du signe /, et 
qui est égale à la différence des valeurs que prend la 
fonction 
(«> + É*cos RaroPin 
COS PV” — $* sin° 


quand on y fait à la limite supérieure sin 9 —o, et à la 
limite inférieure sin 9—«. Cette différence se réduit à 


2 


EE ————— C 
PR AC 
L'autre partie est forméede lintégrale 


; do ; cos? pee al 
(8 [+ nn Va? —$? sin* w 


= fast 4 (0) ( 


prise aussi entre les limites sin $—0, sin $—«x, où 


?—0, 9—y, en désignant par sin y la constante «, plus 
petite que l'unité. Renversons l’ordre des limites, et 
employons la notation des fonctions elliptiques, en po- 
sant pour simplifier 


AIRES DES SURFACES COURBES. 105 


pi PL a ee r 
(4 (OX PAP EEE L 


à Loue 3 
cette partie de la valeur de - s'exprimera par 
TL 


a. EE) + © F(k), 


ou par 
I 


== (ee) Ep) + FC b)], 


en remettant pour & sa valeur. En conséquence la sur- 
face du demi-ellipsoïde a pour expression 


2) EE) + eF (HE) 


2301: Proposons-nous encore d'évaluer la surface 


Q=— Tec + 


convexe d’un cône oblique, à base circulaire; et à cet 
effet, plaçons le sommet du cône à l’origine des coor- 
données ( fig. 86) et la base circulaire dans un plan pa- 
rallèle à celui des yz, de manière que le point C, centre 
du cercle, tombe dans le plan xy : on aura, pour les 
équations de la base du cône, 
z—E—o, 2 +(7—n) —p—0o, 
et pour celle de la surface conique, 
É2 + (nx — y) — pa —0. (4) 

Nous désignons par Ë l’abscisse OP ou la hauteur du 
cône, par n l’ordonnée PC du centre de la base, par 9 le 
rayon de la base CR —CR.. 

En tirant de l’équation (4) les valeurs de p?, 9°, on a 


ns CE px? +[p pie ne CL a. 
px — (nx—6y)? 


Si nous posons, pour faciliter lintégration [357|, 
J—ax, « désignant une nouvelle variable, nous aurons 


dy—=xdaadx, et pour le cas où l’on fait varier y en 
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traitant x comme une constante, des d’où 


TER) 


Effectuons l'intégration par rapport à x entre les limites 
æ—0, «—&, et doublons le résultat, afin d’avoir l’aire 
des deux portions de la surface situées de part et d'autre 
du plan xy, il viendra 
DE (+ p° RL nee LYS de. 
mA EME à À 
Les limites de l'intégrale sont 
n+p Lens 

nue ; QUES E , 
correspondant à æ—Ë6, et à 

dite CORÉmOTAE | 
On obtiendra une expression plus simple, en posant 


n— £a p cosy, 


Vs 


d’où 
T 
(ee ef, Ép nnn 0 
et il est facile de voir que cette intégrale rentre dans la 
classe de celles qui peuvent s'exprimer par les fonctions 
elliptiques. 

En général, la quadrature des surfaces coniques se 
ramène au calcul d’une intégrale simple, comme celle 
des surfaces de révolution; car l’équation générale des 
surfaces de la première famille, quand on place, comme 
cela est permis, le centre de la surface à l’origine des 
coordonnées, étant [249] 


+ () 
#4) EC) EC) 


on a 
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et après qu'on a posé, comme ci-dessus, 
PE dr re 
il vient 
Q — ff V/ 1 + (a — aÿ'a) + (Va) .xdxda 
SVT aa Qu -.æ "da. 


$ 3. Intégrales triples. 


362. On n’est pas conduit, dans les questions de pure 

, La e ° ! . / ° 
géométrie, a considérer des intégrales ériples, de la 
forme 


M—/ff f(æ,7,2)dzdydz ; 
mais, par contre, il est évident que des intégrales de 
cette nature doivent figurer dans toutes les questions de 
physique où il n’est pas permis de faire abstraction de 
quelques-unes des dimensions des corps. Si, par exemple, 
il s’agit d'évaluer le poids ou la masse d’un corps dont 
la densité, variable d’un point à l’autre, a pour mesure 
Î (x,7,2) au point dont les coordonnées rectangulaires 
sont æ,y,2z, ce poids ou cette masse seront mesurés par 
l'intégrale M, dont les limites devront être choisies de 
manière à comprendre précisément l’espace occupé par 
le corps. Si l’on divise M par le volume du corps, ou par 
l'intégrale 
V=—/]] dzdydx, 

prise entre les mêmes limites, on obtiendra la densité 
moyenne du corps, ou la valeur moyenne de la fonction 
J dans étendue de la triple intégration. Ce sont là au- 
tant deconséquences manifestes de la définition même de 
la fonction f [130], et de l'hypothèse de la continuité de 
la matière, sur laquelle cette définition repose. Nous 
donnerons par la suite quelques éclaireissements sur lin- 


terprétation que cette théorie doit recevoir, quand on 
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considère les corps comme des systèmes de particules 
disjointes. 
Si la fonction f mesurait une température, le rapport 


T serait la température moyenne du corps, et ainsi de 


suite. 

La première intégratiou par rapport à z aura lieu entre 
des limites qui sont des fonctions des deux autres va- 
riables indépendantes x,y, et qui représentent les or- 
données (perpendiculaires au plan xy) des surfaces ou 
portions de surfaces par lesquelles le corps est limité. 
L’étendue des deux intégrations subséquentes par rap- 
port à x et à y sera celle de laire circonscrite sur le 
plan æy par l'intersection de ce plan avec un cylindre 
tangent à la surface du corps, et dont les génératrices 
sont parallèles aux z. 

L'ordre des intégrations simples est indifférent, quand 
la fonction /(x,7,z) ne passe point par l'infini dans 
l'étendue de la triple intégration : autrement on tombe 
sur des singularités analogues à celles qui ont été re- 
marquées au sujet des intégrales doubles. 


363. Pour prendre, dans létendue de l’espace occupé 
par un corps, une intégrale définie triple, il convient 
souvent de substituer au système des coordonnées rec- 
tangulaires un système de coordonnées polaires dont 
l'emploi est d’ailleurs naturellement suggéré par les be- 
soins de l’astronomie et de la géographie. Imaginons un 
plan fixe mené par l’origine des rayons vecteurs, et un 
rayon fixe tracé dans ce plan; la position d’un point dans 
l’espace est déterminée lorsqu'on assigne 1° la longueur 
r du rayon vecteur; 2° l’angle 0 que forme le rayon vec- 
teur avec une droite perpendiculaire au plan fixe; 
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5° l'angle 4 que la projection du rayon vecteur sur le 
plan forme avec le rayon fixe. Si l’on prend pour plan 
fixe (ou plan fondamental, comme quelques-uns l'ap- 
pellent) celui des xy;, et pour rayon fixe le demi-axe des 
æ positifs, on passera des coordonnées rectangulaires 
aux coordonnées polaires au moyen des formules 
z—rsinôécos®, y—rsingsind, z—7rcosb. 

Dans le système des coordonnées géographiques, l’an- 
gle Ÿ correspond à la longitude, et l’angle 6 est le com- 
plément de la latitude, quand on suppose l’origine des 
rayons vecteurs au centre du globe. Le rayon vecteur 
décrit un méridien lorsqu'on fait varier l'angle 6, l’angle 
Ÿ restant constant, et il décrit un parallèle lorsque 64 
reste constant et que l’angle 4 varie. 

Concevons une surface sphérique ayant pour centre 
l’origine O (fig. 87) et pour rayon OR—7, à la surface 
de laquelle on prend deux points infiniment voisins 7,v; 
de façon qu'on passe du point 72 au point v en faisant 
varier 0 de db et 4 de dŸ. Les points 72, y sont deux som- 
mets opposés d’un quadrilatère sphérique, formé par 
deux ares de méridiens infiniment voisins z2y., av, et par 
deux arcs de parallèles aussi infiniment voisins 727, tv. 


On a mu —n—rd, et mn (qui ne diffère de uv que 
par un infiniment petit du second ordre) — 72pd# 
—r sin 0 dy. Donc la surface du quadrilatère sphérique, 
que l’on peut prendre pour un rectangle quand on né- 
glige les infiniment petits des ordres supérieurs au se- 
cond, a pour valeur r? sin 64644. En multipliant cette 
aire par dr, on a le volume d’un élément de la pyramide 
Ornnvu. Le volume entier du corps se décompose en 
éléments ainsi définis, et par conséquent 


M— /ff E(r,0,0)r° dr sin 0dÜdY, 
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E(r,0,Ÿ) étant ce que devient la fonction /(x,7,2) par la 
substitution des valeurs de x,y,z en r,06,4. 

Le volume du corps, ou l'étendue de lintégrale a 

pour mesure 
V— /ff r° dr sin bdd. 

Si l’origine des rayons vecteurs est dans l’intérieur du 
corps, et si le corps est limité par une surface convexe 
en tous ses points, ou du moins par une surface de forme 
telle que chaque rayon vecteur ne la rencontre qu’en 
un seul point, l'équation de cette surface est de la forme 


AR d), 
ja fonction f n’admettant qu’une valeur réelle et positive 
q P 
pour chaque système de valeurs de 4 et de Ÿ. Dans ce cas 


om fr ff" F6, 
M — J. ji 1 E(r,0,%)r° dr sin 0düdt , 
V—: x vf [KE,L)1? sin 648. 


Si la surface enveloppée avait une forme différente, 
ou si l’origine des rayons vecteurs était autrement placée, 
il faudrait déterminer les limites des trois intégrations 
simples par une discussion spéciale pour chaque cas, et 
qui ne peut offrir d’ailleurs aucune difficulté. 

L'intégrale double 


fe “is sin 0484 


a pour valeur 4x ou la surface de la sphère du rayon 1, 
comme cela doit être. 

” 364. Le calcul d’une intégrale triple peut se sim- 
plifier beaucoup par un choix convenable de variables ou 
de coordonnées. Soient donc «,f,y trois nouvelles varia- 
bles liées à x,r, z en vertu des équations 


æ—@(a,f,y), = (a,b,y), 20 (x,0,), 
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et posons 


Je) »3)= F(o, By) ) 


de — da + qudi + o,dy, (g) 
dy — 4,da +4,48 + V,dy, () 
CORNE +6, d$ + &,d7. (e) 


Pour chasser d'abord de lintégraie M la différentielle 
dz, on remarque que cette différentielle est prise en sup- 
posant constantes les deux coordonnées T,Yy, et par 
conséquent dx—0, dy—o, ou bien 

Pda +v,dp-+9;dy=0, 

b, da +4, dB+#%;d7—0. 
On tire de ces deux équations les valeurs de da, dB, et 
en les substituant dans l'équation (7), on a 


di ——————. dy 
J Q I d SPP d 19a î 
en posant, pour abréger, 
O— p, 4; T0 CA AUR mu U,T,03 A: d,0,0: Er 9,0; — O,0,9.. 
En conséquence, 1l vient 


(©) 
ME (By) — ddr, 
Pig —Ÿp 
Mais la coordonnée y doit être traitée comme une cons- 
tante dans les intégrations relatives à y et à +, ce qui 
réduit les équations (#) et (2) aux équations (e) et ( f") 
du n° 357; et l’on a, par ce qui a été démontré dans ce n°, 


JT Udxdy —J) U(o,4, —%,0,)dadf; 
M—/ff E(o,8,y). OdaxdBdy, 
V— [If OdadBdy. 


Le polynôme 6, par la symétrie de sa composition, 
ne pourrait que changer de signe, si l’on opérait dans un 
ordre différent l'élimination des différentielles dx, dy, dz; : 
mais d'ailleurs le signe de @ est indifférent, et l’on ne 
doit avoir égard qu’à la valeur numérique de ce facteur, 


donc 


et 
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puisque l'intégrale V mesure un volume, qui mesure à 
son tour l'étendue de l'intégrale triple M. 
Si l’on prend 


tr, P—0, Y—#, 


æ—=rsinbcosh, »—rsinfsin}, z—rcosé, 


il viendra 


9, —=sinbcos®, 6,—rcosbcosh, 9,——rsinbsiny, 
d, —sinÿsin®, ÿy,—rcosbsin®, 4,—rsin8 cost, 
©,—cosb, D,——rsin 6, D} —0; 


d’où 6 —r"sin 6, ainsi qu’on l’a trouvé directement, par 
la construction géométrique. 

365. La théorie des intégrales doubles et triples peut 
sans difficulté se généraliser et s'étendre aux intégrales 
quadruples, quintuples, etc. On comprend que les ques - 
tions de physique mathématique doivent souvent con- 
duire à des intégrales plus élevées, quant au degré de 
multiplicité, que les intégrales triples. Par exemple, si 
l’action F du corps M sur le corps M” est la somme des 
actions que chaque élément de M exerce sur chaque élé- 
ment de M', on a, en désignant par f(x,7,2;4',7,21) 
l'intensité de l’action qu'exerce l’élément »? du corps M, 
dont les coordonnées sont x,7,2, sur l'élément 77° du 
corps M’, dont les coordonnées sont x’, y’, z', 

EN Ka, ,2:2! 7 2 drdyrdzdzr dis; 
c’est-à-dire que la valeur de F dépend essentiellement 
d’une intégrale sextuple, laquelle peut néanmoins, dans 
certains cas, par un choix convenable de coordonnées, 
être ramenée à dépendre d’intégrales d’un degré de 
multiplicité moins élevé. 
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CHAPITRE VII. 


THÉORIE DE LA VARIATION DES INTÉGRALES. — PRIN- 
CIPES DE LA MÉTHODE DÉSIGNÉE PLUS PARTICULIÈRE- 
MENT SOUS LE NOM DE CALCUL DES VARIATIONS. 


6 1°*. De la variation des intégrales. 


366. Une intégrale définie, telle que 
d ’ f{x,a)dæ, 


varie avec la valeur attribuée au paramètre « dans la 
fonction /(x,a). C'est une nouvelle fonction de &, d’où 
la variable x a disparu, et que nous pouvons indiquer 
par Fa. Admettons maintenant que « recçoive l’incré- 
ment infiniment petit dx : on aura 


b 
Fa+d.Fa—|] [f(xa) + __ da]dx, 


dFa—f" ES da |ds, 
a da 


ou bien enfin , à cause que le facteur dx ne varie point 


avec æ, 
dE TT) 
da =f HE ie 


* et en remettant pour Fa sa valeur, 


ou 


a 


& da 
ce qui montre que l’on peut faire passer sous le signe / 
le signe de différentiation placé en dehors, et réciproque- 
TE 8 


tJeree pare à 
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ment ; au moins lorsque les limites de l'intégration sont 
indépendantes du paramètre variable. 
Si l’on avait au contraire 
a—@pu, b—(«, 
da =. da, db—Ÿa.da, 
il viendrait, dans le cas où l'intégrale pourrait être trai- 
tée comme une somme d'éléments différentiels, 


b+- db 
Fa + d. LE DR Hé Lf(x,a) + d: De da] dx 


= Je POS MERS dE OE LI) pute 
+ LP) + A de; 


d'où l’on tire, en négligeant les infiniment petits du se- 
cond ordre, et en mettant pour a, b, da, db, leurs 
valeurs, ; ñ 


Ro et ae Lure doi} dx 
ga é 
—f(pxx).p'ada + f (hace) .d'aca, 


et par suite 
x ô \ 

a f. en dx — f (puce). q'a + f(x). Y'a. 

Ce calcul suppose que la fonction f{x,x) ne devient 
point infinie entre les limites de l'intégrale : les résultats 
en seront rendus plus sensibles par une construction gra- 
phique. Soit MN ( jig. 88) la courbe qui a pour abscisse x 
et pour ordonnée /{x,«), de manière que lintégrale définie 
F« mesure l’aire comprise entre la courbe MN, l’axe des 
abscisses et les ordonnées MP,NQ qui correspondent 
respectivement aux abscisses OP—a, OQ—6. Par la 
variation de l’ordonnée courante (les abscisses des points 
extrêmes ne changeant pas), la courbe se transporte en 
IM'KN’, et l’aire augmente du quadrilatère curviligne 
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MNKL. Par la variation des limites «a, b qui deviennent 
a+ da—OP", b + db —OQ" (lordonnée courante ne 
changeant pas), l'aire augmente du quadrilatère NQQ'K' 
et diminue du quadrilatère MPP'T. Ces trois quadrila- 
tères , traités comme des quantités infiniment petites du 
premier ordre, ont respectivement pour mesure 


b 
J. ES de dr, flaa\da, f(Ex)db: 
les quadrilatères MIMT', NKN°K° ont pour mesure les 


termes infiniment petits du second ordre 
d. f(a,a d. f{b,a 
d. f(ax) dada, d. f(b,a) dadb, 
da do 
que l’on néglige dans le calcul de la variation totale de 
l'aire F«, lorsqu'on fait varier simultanément l’ordonnée 
courante /(x,«) et les limites a, 6. 

367. Supposons, pour plus de simplicité, queles limites 
a, b soient indépendantes de «. On peut demander 
quelle est la valeur numérique du paramètre «, qui 
rend un Maximum où un 2uinimum l'intégrale définie 


b 
Fa — f. f\x,a)dx. 
a 
Si la fonction Fa pouvait être exprimée algébriquement, 


on satisferait à la question en prenant pour & la racine de 
l'équation F'x—o; et comme on a aussi, d’après ce qui 


précède, 
punf de à 
a da 


il suffira que l'intégrale, formant le second membre de 
cette dernière équation, puisse s’obtenir algébriquement, 
pour que le problème dont il s’agit soit résoluble par la 
méthode ordinaire des m#axima et minima. Dans l’hy- 
pothèse contraire, et sauf quelques cas où les conditions 


8. 
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de maximum ou de minimum se déduisent immédiate- 
ment de la forme de l'intégrale, il faudra construire par 
poinis, au moyen de quadratures numériques, la courbe 
dont l’ordonnée est Fax, l’abscisse étant « : on détermi- 
nera ensuite graphiquement les »n7axima et rninima de 
cette ordonnée. 

368. Admettons maintenant que x désigne, non plus 
un nombre constant dans toute l'étendue de l’intégra- 
tion relative à x, mais une quantité qui varie avec x ; 
et pour mieux indiquer cette circonstance, substituons 
à la lettre « la lettre y, par laquelle on a coutume de 
désigner une fonction de x. On peut demander quelle 
doit être la valeur de y en fonction de x, qui rend un 
maximum où un ruüntmum l'intégrale définie 


NE AURS () 


et même il arrive que ce problème, très-distinct du pré- 
cédent, se résout sans intégration préalable. En effet, il 
est clair que si l’on détermine la valeur de y en x par 


d. f(æ,r) 


— "© — 0, (2) 


dy 
chacun des éléments de l'intégrale obtiendra la plus 
grande ou la plus petite valeur dont 1l est susceptible ; 


l'équation 


en sorte que l’intégrale même, formée par la somme 
de ces éléments, obtiendra sa valeur maximum ou mini- 
mun. Toutefois, ce raisonnement suppose 1° que l’on 
peut considérer l'intégrale comme une somme d’élé- 
ments, en sorte que la fonction /(x,y) ne devient point 
infinie dans l’étendue de l'intégration ; 2° que la valeur 
de y en x tirée de l’équation (2) rend /(x,y) constam- 
ment un #2aximum ou constamment un ?”24n1mum dans 


PRINCIPES DU CALCUL DES VARIATIONS. 117 


toute l'étendue de l'intégration. Le problème changerait 
de nature s1 ces conditions n'étaient pas satisfaites. 


$ 2. Principes de la méthode connue sous le nom de Calcul 
des variations. 


369. Ceci nous mène à examiner un cas plus général 
et susceptible d'applications beaucoup plus importantes : 
celui où la fonction sous le signe / contient non-seule- 
ment y, mais ses dérivées y”, y”, etc., et où il s’agit 
d’assigner la valeur de 7 en x, qui rend l'intégrale pro- 
posée un A#aximum où un minimum. 1 est clair qu'on 
ne peut assigner la fonction y —+x dans l’étendue de 
l'intégrale, sans déterminer par cela même les fonctions 
dérivées 9x, w’x, etc., ni faire varier cette fonction 
sans que toutes les dérivées éprouvent des variations cor- 
respondantes. La variation de l'intégrale est donc dé- 
terminée implicitement par la seule variation de la fonc- 
tion >; et toute la difficulté du problème consiste à 
mettre en évidence, à rendre explicites les liaisons de la 
variation de y aux variations subordonnées de ses dé- 
rivées. Telle est la question dont Lagrange a donné la 
solution la plus élégante en employant un algorithme 
particulier, que l’on nomme le Calcul des variations, 
et qui n’est au fond qu'une modification heureuse de 
l’algorithme différentiel, dans son application à la va- 
riation des intégrales, où une fonction inconnue se trouve 
mêlée sous le signe / avec ses dérivées. 

370. On est sans cesse conduit, dans l'analyse, à con- 
sidérer des fonctions sujettes à éprouver des variations 
distinctes et indépendantes les unes des autres : toutes 
les fonctions de plusieurs variables indépendantes se 
trouvent dans ce cas ; mais rien n’est plus propre que la 
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considération des mouvements d’un système matériel à 
faire nettement concevoir la coexistence de plusieurs 
modes distincts de variabilité. 

Imaginons un fil flexible, non tendu, fixé par les 
deux bouts, et qui se déplace en se déformant ; et ad- 
mettons seulement, pour plus de simplicité, que la 
courbe tracée par le fil reste toujours comprise dans le 
même plan. Les coordonnées x, y de chaque point du 
fil, rapportées à des axes fixes dans le plan, la direction 
de la tangente en ce point, la grandeur et la direction 
du rayon de courbure, varieront par suite de la défor- 
mation du fil ; et il ne faudra pas confondre ces varia- 
tions avec celles qu’engendre le passage d’un point du fil 
à un autre point matériel infiniment voisin. 

En général, il est utile, pour prévenir toute ambi- 
guité, d'indiquer par des caractéristiques différentes 
les variations qui se rapportent à des modes de variabi- 
lité distincts. Ainsi l’on pourrait désigner par dz, d,z 
[118] les différentielles prises par rapport à x et par 
rapport à y d’une fonction z des deux variables indé- 
pendantes +, y; et si l’on est dans l’usage de supprimer 
les indices des différentielles 42, c’est à cause des déno- 
minateurs dx, dy qui les accompagnent presque cons- 
tamment, et qui lèvent l’ambiguité comme les indices 
pourraient le faire. 

Dans la question présente, où il s’agit uniquement 
d'éliminer de l'expression de la variation d’une inté- 
grale les variations subordonnées, telles que celles de 
dy Lu j 
7e OU de dy, pour ne conserver que les variations qui 
restent indépendantes et arbitraires, comme celle de y, 
nous considérons cette variation de > d’une manière 
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absolument générale, et non par rapport à une variable 
déterminée, autre que x, dont y dépendrait. Dès lors 
ce n'est ni par des indices ni par des dénominateurs que 
l’on peut distinguer la différentielle dy, provenant du 
changement d’abscisse, de l’autre variation de y, pro- 
venant du changement de forme attribué à la fonction 
Y=—=9x; bien qu'on reste libre de concevoir que ce chan- 
gement de forme est dû à la variation d'un paramètre 
quelconque contenu dans la fonction 4x. On est convenu 
en conséquence de désigner par la caractéristique à les 
variations infiniment petites dues au changement de 
forme de la fonction, et on les appelle spécialement va- 
riations , en continuant d'appeler différentielles les va- 
riations exprimées par le signe d, qui proviennent du 
changement d'abscisses ou du passage d’un élément du 
système matériel à l'élément contigu. 

3/1. Supposons donc que, par suite de la variation 
dont à est la caractéristique, la courbe MN (fc. 88), 
qui a pour ordonnée y, se trouve transportée en M'N° : 
les points #',m’, de la seconde courbe correspondant 
aux points 72,7, de la première, et ceux-ci aux abscisses 
x, 4 + dx. On aura 

MP=Y, MP, = + dy, mp=y+ 07, 
m p,=m,p,+0.mp,—=mp+d.mrp, 
ou bien 
J+dr+ y +dr)=7+ 07 + dir + dr), 
et par conséquent 
dd) —dôy. (3) 
Donc on aura aussi 
dd°y —dédy = dy, 
et en général 
Ôd" do, 
relation d’après laquelle on peut toujours transporter la 
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caractéristique d après la caractéristique d. On voit au 
reste que cette relation subsisterait, lors même que les 
caractéristiques d, à n’indiqueraient pas des variations 
infiniment petites; ou plutôt qu’elle ne subsiste à cette 
limite que parce qu’elle a lieu pour des variations finies 
quelconques. D'ailleurs la formule (3) que l’on peut rem- 
placer par 
ddz— dÿz, 
équivaut, d’après les explications que l’on vient de donner, 
à la formule 
d,d,z == d,d,z , 

démontrée au n° 1923. 

Le raisonnement du n° 366, qui établit la possibilité 
d'intervertir l’ordre des signes /, d, s'applique également 
à l’interversion des signes /, à : on aura donc 


sf. HUE MONA e 
Lo Te 


C’est dans cette transposition des signes que consiste la 
première règle fondamentale de la méthode des varia- 
tions. 

372. Cela posé, s’il s’agit de trouver la variation d’une 


fl LV (V) 


(dans laquelle V est une fonction de x, y, y’,y",etc., ou, 


intégrale définie 


ce quirevient au même, une fonction de x,y,dy, dy, ete.) 
et si le développement de la variation donne un terme 


3h O0dy; 


on changera d’abord cette expression en 


Je OQdd7. 
Æ, | 


de la forme 
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On aura ensuite en intégrant par parties, et en dési- 
enant, pour simplifier, par 
[U]: 
la valeur d’une fonction U à la limite supérieure de l'in- 
tégrale, moins sa valeur à la limite inférieure, 


fear: — [2 48. 


On trouverait de même, en effectuant successivement 
deux intégrations par parties, 


['aur=f Qd°ÿy 
—[N0ÿ dy]; — (di + [der 


et ainsi de suite; de manière qu'il ne restera sous le 
signe / que des termes multipliés par la variation dy: 
les variations ddy,ddy, etc., en ayant été chassées ainsi 
qu'on l'avait en vue [369]. Ces réductions constituent 
la seconde règle fondamentale du calcul des variations. 
373. On obtiendra de la manière la plus générale la 
variation de l'intégrale définie (V), si l'on fait varier à la 
fois, nou-seulement la fonction y et ses différentielles dy, 
dy, etc., mais encore la variable x et sa différentielle 
dx : ce qui revient à supposer que chaque point du fil 
flexible pris pour exemple [330] se déplace ou peut se 
déplacer d’une manière quelconque dans le sens des abs- 
cisses æ, comme dans celui des ordonnées y. Ceci con- 
venu, soit 
dV=Xdx + Ydy + YOdy + YOdy" + YO)dy" + etc. 
X,Y,Y®,Y0®),Y®, etc., désignant des fonctions de 
TV» 393.9", etc., que l’on trouve par la différen- 
tiation dès que la fonction V est donnée: on aura 
aussi 
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SV—X x + Ydy + YO)dy' + YE)Sy" + VG)Ÿy" + etc., 
et d’après ce qui vient d’être expliqué, 


s [var [voue + ff a8v 


= [Vÿr]: + f * (deSV — aVPx), 
Les valeurs de d V et de SV donnent 


dxÔV—dNix—Y(dxÿy— dyÿx) + YG(dxdy' — dy'Üx) 
+ YO [dxdy" — dy"dx) + YO dxdy"— dy"Sx) + etc. 


On a d'autre part 


TUE de en dx 
__ dôyr—7y'èàx) w 
RE el A 
] d(dy' EN dx) 1! d° (dr — ne dx) y" 
| #01 d° —Y U1] 
dy 2 PCrTPE) + 7"0x,.etc. 
Donc, si l’on pose, pour abréger, 
d —y'àx du, 
la substitution donnera 
JA Vde —[VIx]; 
ie 7 *Darde+-Voddet Vo D + y 64 DIE + ete), 


On intégrera par parties, suivant la règle du n° précé- 
dent, autant de fois qu'il sera nécessaire pour faire dis- 
paraître sous le signe / toutes les caractéristiques 4 qui 
affectent la variation du. Remettant ensuite pour du sa 
valeur, et faisant toujours suivre la caractéristique d de 
la caractéristique d, on obtiendra la formule suivante 
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7 dY(@) (3) 
Ô f. _ Vdx— [Vox+ (V0 sr _. etc.)(dy—y"#æ) 


d\6) Enr \ 
Rp OVGE Fine —+etc.\(dy"-y"Üx)+etc.]; }(A) 


aven dYe) J3 YO) 
[TE + rec 78) 
Y() 


+ A Er À 
II faut remarquer que les dérivées 


sont prises en 


considérant les fonctions y,7’7"”, etc., qui peuvent en- 
trer dans Y(), comme des fonctions implicites de x ; de 
sorte que ces dérivées ne seraient par nulles,même quand 
la variable x n’entrerait pas explicitement dans Y(. 

Si maintenant on veut que l'intégrale (V) soit un 
maximum où un #inimum, il faut que sa variation s’é- 
vanouisse, quels que soient les incréments que nous 
désignons par dx, dy, incréments arbitrairement varia- 
bles avec x dans l’étendue de intégrale. Il faut par con- 
séquent que chaque élément de l'intégrale qui reste au 
second membre de (A) s’évanouisse séparément, et qu'on 


ait pour cela 
adN® d?Y6) diYG) 

eme RD ere CU etc. —0. (a) 
Quand le premier membre de l’équation se réduira à 
une constante, ou à une fonction de la seule variable x, 
elle ne pourra servir à déterminer une fonction VE; 
qui satisfasse à la condition de maximum ou de minimum, 
et le problème sera impossible. En général, l'équation 
pourra contenir &,y,7 70", si y est la plus haute 
dérivée qui entre dans V ; car alors le premier membre 


d'Y() 


x ? 


de l'équation (a) aura pour dernier terme 


si Y® contient y!"), la formation de ce terme amènera la 


(2n) 


dérivée 7°", à cause que }(), ainsi qu'on vient de l’expli- 


quer , doit être traité comme une fonction implicite de x. 
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374. Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer 
que, si l’on ne soumettait pas x à la variation exprimée 
par à, ou si l’on posait dx—o dans la formule (A), la 
condition pour que la quantité sous le signe / s’évanouit, 
1 / PT G Q A A A . 
élément par élément, conduirait à la même équation (a) : 
il n’y aurait de changé que la forme des termes qui se 
rapportent aux limites de l'intégration, et les équations 
qu’on en déduit en égalant ces termes à zéro, pour que 
la variation totale de l’intégrale s'évanouisse. Ce résultat 
s’explique et se démontre directement par des considé- 
rations géométriques. Soit en effet MN ( /ig. 88) la 
courbe y — ox, et M'N’ ce que devient cette courbe par 
la variation de y et de x. On peut indifféremment sup- 
poser qu'à un point quelconque » de la première 
courbe, compris entre les points extrêmes, correspond 
sur la courbe variée un point »" dont labscisse et l’or- 
donnée diffèrent respectivement de l’abscisse et de Por- 
donnée de 72, ou un point & qui a la même abscissé que 

’ P & q q 

m, l’ordonnée seule ayant varié. Mais, si les points 
extrêmes M,N n'ont pas les mêmes abscisses que les 
points extrêmes M',N’, il faut bien admettre qu'aux li- 
mites les abscisses et les ordonnées ont varié à la fois. Il 
faut donc avoir égard à cette variabilité des abscisses, 

ans les équations aux limites, lorsque, par la nature de 
dans les équat limites, lorsque, par la nature d 
la question, les abscisses des points extrêmes ne sont pas 
invariables; et puisqu'il n'importe d'y avoir ou non 
[A . 0 9 7 e 0 f . W 
égard entre les limites, l'équation qui définit le tracé de 
la courbe entre les limites doit rester la même. 

Si l’on attribue une variation à l’abscisse +, la varia- 
40 AP ANNE : à É 
tion dy, au lieu d’être égale à wp—mp, comme lorsque 

: ù À ; 17 
l'abscisse est invariable, sera mp —mp. On a 
up=mp'—mN—=m/p — in, 
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du moins en supposant »7'i—qprn, ce qui revient à né- 
oliger linfiniment petit du second ordre dÿy : donc 

pp=y + à —y'àx; 
et par conséquent il faudra, pour avoir égard à la varia- 
tion de +, remplacer dy par dy-—7'dx, dans les formules 
construites pour l'hypothèse de linvariabilité de x. Par 
la même raison il faudra remplacer dy” par dy —7"dx, 
et ainsi de suite. 

379. On obtient la relation cherchée y —+x, qui 
satisfait à la condition du maximum ou du rninimum, 
en intégrant équation (a), c’est-à-dire [164] en remon- 
tant de cette équation entre x, y, 7’, 7°", à l'équation 
en #,y, dont elle dérive, et qui est de la forme 

DL, M'aaMt ».d)—=10; (a) 
Ayday.@,, désignant 272 constantes ou paramètres arbi- 
traires. Nous traiterons plus tard de l'intégration des 
équations différentielles : il suffit, quant à présent, d’in- 
diquer comment les constantes arbitraires que l’inté- 
gration doit amener, se déterminent d’après les données 
de la question. 

Lorsqu'on égale à zéro le second membre de l’équa- 
tion (A), après avoir supprimé le terme affecté du signe 
f, qui disparaït en vertu de l'équation (a), il reste 

NEA YC) 


[VÜx + (YO) — TEE —+- PRET — etc.) (dy —r'dx) 


adY6) | 
+ (YG) — eu + etc.) (0y’/—y"dx) + etc.]; —0. (à) 
On peut mettre cette équation sous la forme 
E,d2, HE Y, 07, + VOOy, Ty ED 
— (Ex, + V7, HV Op, +. HN) = 0, () 
en désignant par 
SL Lex PS CEN (oi 
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des fonctions connues des valeurs initiales x,,7,,”., ete., 
et par 
EAN ee de er) (a) 


> À 


des fonctions composées respectivement de la même ma- 
VA 


nière avec les valeurs finales x,,7,,7°,, ete. Cela posé, si 


les valeurs des quantités extrêmes 


DIE) en Jai MISES CLC: (d) 
sont des constantes fournies immédiatement par les don- 
nées de la question, leurs variations 

ÔTos dTr5 DVor 013 Do 0Yr3 EC. (e) 
sont nulles : l'équation (8) se trouve satisfaite d’elle- 
même ; et l’on a, pour déterminer les constantes arbi- 
traires qui entrent dans l’intégrale (a), des équations en 
même nombre que ces constantes, et de la forme 

DZ, Jo) d;, GENE 0 

Br J'15 a; ds 3. 4)e0 

D'(x, ; Po MY 3 DS > Ages :4)=0; 

D'Or MEN n1 die ce CaieeiDS CHODE 
la fonction Ÿ’ étant donnée par la différentiation immé- 
diate de la fonction ®, et ainsi de suite. 

Si l’on ne donne aucune des valeurs des quantités (d), 
leurs variations sont indéterminées et indépendantes. 
On ne peut donc satisfaire à l’équation (£) qu’en éga- 
lant séparément à zéro chacun des facteurs (c,),(c,); et 
les équations ainsi obtenues tiennent lieu de celles qui 
donneraient directement les valeurs des quantités (d); 
en sorte qu’on a toujours des conditions en nombre suf- 
fisant pour déterminer les constantes arbitraires qui en- 
trent dans l'intégrale (a). 

Enfin, si l’on a, entre les quantités (4), un certain 
nombre d'équations de condition /,—0, f,— 0, etc., on 
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en déduira [154] des relations entre les variations (e), 
exprimées par 
DOM) dfs == 0,etc: (f) 
On éliminera de l’équation ($), au moyen des équations 
(f), autant de variations qu'il y a d'unités dans le nombre 
des équations ( f); puis on égalera séparément à zéro 
les multiplicateurs des variations non éliminées et de- 
meurées arbitraires, ce qui fera rentrer ce cas dans ceux 
qu'on a considérés d'abord. 

376. Il convient de remarquer aussi que la fonction 
V pourrait contenir une ou plusieurs des väleurs ex- 
trêmes (4) qui figurent essentiellement dans l'équation 
(8). On doit alors, en prenant la variation dV, faire va- 
rier les quantités dont il s’agit, à moins que leurs valeurs 
ne soient constantes par les données de la question. Si, 
par exemple, V renfermait x,, et qu'on eût TT —+, la 


variation de V, par rapport à cette quantité, serait 60, ; 
et,en désignant par © la fonction /8dx, on aurait dans 
l'équation (A), et par suite dans l'équation (6), un nou- 
veau terme 

(8, —0, )ùx, ; 
mais l’équation (a) n’en serait pas changée. 

377. Admettons maintenant que la fonction V con- 
tienne deux fonctions y,z de la variable x, et leurs déri- 
vées 7’, 2/37", 2; etc., comme cela se présente dans les 
problèmes relatifs aux lignes à double courbure : on 
posera 

dV=Xdx + Ydy + YOdy + YO@dy" + YO)dy" + etc. 

+ Zdz + ZUdz' + ZE)dz" + ZO)dz!" + etc.; 
et sans qu'il soit besoin de répéter les calculs qui ont 
donné la formule (A), nous pourrons écrire 
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dY6) 


3) (3) 

+ (NOT ete.) (dy 32) HOT etc.) (7 da)-ete.]: 
dZe) ke dz) Hiate ; 

+ LR —+etc.)(0z—z dx) + (Z0)- dE etc.)(0z—z"0r)4etc.] ; }( 


£ AC 376 
+ [PDT TE + ete (ay add 
2 DRUATE) SZ 0) 
+ [UE 4 ONE TT 
Cette formule conduit d'abord-aux deux équations 
dXG).. d'XG)u Ye) 
V— ETS Re tee + etc. —0, 
dde red" ZE 
de Te dr 


qui sont en général des équations différentielles simul- 


+ etc.] (92— 2 0r)dr. 


+ ett —0, 


tanées | 165], dont l'intégration se ramène, comme on l'a 
vu, à celle d’une équation ordinaire à deux variables. Sup- 
posons que cette intégration soit effectuée, et qu’on ait 
trouvé les valeurs de ,z en x, qui satisfont de la manière 
la plus générale, par la présence d’un nombre convenable 
de constantes arbitraires, aux équations précédentes : il 
restera à fixer les valeurs de ces constantes arbitraires, 
au moyen des conditions relatives aux limites de linté- 
grale. Il n’est pas nécessaire d’insister davantage ici sur 
cette extension des calculs indiqués plus haut [375]. 

378. Les variables x,7,z peuvent être liées par une 
équation 

Hire) 0; (g) 

comme dans les problèmes où il s’agit de lignes assujet- 
ties à se trouver sur une surface donnée : il en ré- 
sulte 


PRINCIPES DU CALCUL DES VARIATIONS. 129 
dE 
Ps De FE dE 0: 
Au moyen . cette A on chassera dz de la formule 
. 4 L] L L 9 / 

(B); et en prenant la partie sous le signe /, si l’on égale 
à zéro, après la substitution, le coefficient de dy ou 
celui de dx indifféremment, on aura l'équation diffé- 
se 


dYG) dE __ dzs je 
RTE + ete.) (2 — + ex )— 0, 
dy dx 


FN l’on pourra chasser z au moyen de l'équation (og). 
379. Sile nombre des variables et des équations de 
condition était plus considérable, on rendrait le calcul 
d'élimination plus élégant en employant la méthode des 
multiplicateurs [154]; mais l'emploi de cette méthode 
mérite surtout d’être remarqué, lorsque les équations de 
condition renferment non-seulement les variables x,7,2,... 
mais encore leurs dérivées »’,77,... 3,3”, etc.: il s’agit 
alors de ramener les variations des fonctions dérivées à 
ne dépendre que des variations des fonctions pri- 
mitives. 
Soit donc 
PONT A Az a LEO (h) 
une telle équation : on aura ÔF—0, et aussi NF —0, 
À désignant un multiplicateur indéterminé; et puisque 
cette équation doit subsister pour toutes les valeurs de 
x,7,2…… comprises entre les limites de lintégration, 


on aura encore: 
Li 
ASFdx—0; (&) 
Lo 


mais alors À désigne un facteur susceptible de varier 

d’une abscisse à l’autre, où une fonction inconnue de x. 

L’'équation (?) est la somme d’une infinité d'équations 
TI 9 
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NF dx—0, pour chacune desquelles les variables x,7,2,... 
et le coefficient à auraient en général des valeurs diffé- 


rentes. 
Ainsi les valeurs de y,3,..... en fonction de x qui ren- 
dront nulle 
1 
{| d.Vdzx, 
y %o 
annuleront aussi 
Tr 
db (à .Vdx +0 Fax). (x) 
To 


Suivant les règles de l'élimination par la méthode des 
multiplicateurs , on doit, après l'introduction de lin- 
déterminée À, traiter y,z comme des fonctions de x, 
indépendantes l’une de l’autre; de sorte que, si l’on pose 
dE = xdx + vdy + x0)dy! + x6)dy" +4 etc. 

+ zdz + 20)dz! + 20)dz" + etc., 
et qu'on égale séparément à zéro les facteurs de dy,dz 
‘sous le signe /, après qu’on aura appliqué à l'intégrale 
(Æ) la méthode ordinaire des variations, il viendra 


dYG) d?Y6) d}x®)  d?.}x0) 
Vu ———— + ——— — etc. +-1x— + ——— —etc.—0, 
dx AE dx dx° ! 
dZ)  d°70) dat) à dat (2) 
TETE Bas nc gere pere eérex var - —eiC.—0. 


Les trois équations (2) et (/), étant intégrées simultané- 
ment, donneront les valeurs de à, 7,3 en fonction de x et 
des constantes arbitraires; et par l'élimination de X on 
pourra obtenir séparément les valeurs de »,z en fonc- 
tion de x et des constantes venues à la suite de l’inté- 
gration. Les équations aux limites, étant traitées d’une 
manière analogue, détermineront les valeurs initiales et 
finales des fonctions à,7,z, et de leurs dérivées, et par 
-suite les constantes arbitraires amenées par l'intégration. 


” 
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C’est principalement dans les applications du calcul de 
la variation des intégrales aux problèmes de mécanique 
où l’on considère les corps comme des masses continues, 
que cette théorie des multiplicateurs variables reçoit des 
applications importantes pour lesquelles on doit surtout 
consulter la Mécanique analytique de Lagrange. Dans 
les problèmes de cette nature, la fonction À n’est plus 
seulement une variable auxiliaire introduite pour la 
commodité du calcul : elle désigne une grandeur con- 
crète, dont il est indispensable d’assigner la valeur pour 
la complète solution du problème. 

380. Ceci nous mène à exposer {a théorie des maxima 
et minima relatifs. On dit qu’on cherche un #7aximum 
ou un »untmum relatif, lorsqu'il s’agit de déterminer la 
fonction y—#x qui rend l'intégrale  Vdr un maxi- 

t 


mumm où un 7rinimum, avec la condition qu’une autre 

. 2 Lx 72 A . * 

intégrale /. Ldx, dépendant de la même fonction y, 
Lo 


conserve une valeur constante. Telle est en général la 
question qu’on se propose dans les problèmes des #sopé- 
runètres, qui consistent à déterminer, parmi les courbes 
de même longueur, ou parmi celles POUF lesquelles l’in- 


tégrale 
fl Viry. dx 


conserve une valeur constante, celle dont l’ordonnée y 
. ‘ A 2, LE Xi 

satisfait à la condition de rendre l'intégrale f Vdx 
m3 


un /AAximurm OÙ UN AUUMUM. 
En par “eil cas les variations des coordonnées A sont 
hées par l'équation de condition 


9: 
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sf Tres, 


et si l’on applique le procédé de lélimination par les. 
multiplicateurs indéterminés, on en conclura | 


jf Vde+20 [ Ldr—0o 


(à désignant un coefficient constant), ou 
of. A RN Dern ne 


Le coefficient X est constant, parce qu'on n’a ici qu’une 
équation de condition qui porte sur la valeur d’une in- 
tégrale, et non plus, comme dans le n° précédent, une 
infinité d'équations de condition, dont chacune subsiste 
pour les coordonnées relatives à un élément de l’inté- 


: : FU : Li 
grale. D'ailleurs, il est évident que sf. Vdx a une 
Xe 


. Rue . 5 Lx 
valeur maximum où minimum, l'intégrale f. Ldx 
4 


étant assujettie à rester constante, la somme 


JE var fee [Eve Mars 
Le æs Lo 


où À désigne un nombre constant, aura aussi une valeur 
maximum où minimum. La fonction y—+x, que l'on 
déterminera en appliquant à la formule (72) les règles 
ordinaires du calcul des variations, contient la constante 
indéterminée à, dont on fixe la valeur par la condition 


que l'intégrale f Ldx, dans laquelle entre y et par 
Xe 


suite À, ait une valeur constante et donnée. 
On peut encore arriver au même résultat de la ma- 


nière suivante. Posons 
dz 


ldr== "on 0 (n) 
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_z sera une fonction de x que l’on pourra considérer 
comme liée à y et à x au moyen de l’équation (7). Ce 
sera donc le cas d'appliquer la méthode du n° 379, en 
traitant (2) comme une équation de condition, ce qui 


donne 
dj [var +73. (LT )dr| — 0. 
C2 dx à 


Le terme 
[ES def 'adds 


donne dans l'intégration par parties 
[Adz]; fa 
La variable z n'entre d’ailleurs ni dans V ni dans I, 

en sorte que le terme dépendant de la variation indé- 
pendante dz ne saurait disparaître si l’on ne pose sépa- 
rément 

d} 

pal K == cons: 


On a aussi 
[AŸz]1 —N0z,—0d2,)—0, 
puisque À est constant, et que, par hypothèse, la 


quantité 
Xzr 
2, —2, —= Ldx 
Lo 


est pareillement constante; de sorte qu'il n’y a plus qu’à 


faire évanouir la variation de l'intégrale 


NÉ '(V+HALer, 
ZT, 
où À désigne un coefficient constant. 

Cette analyse s’étend d’elle-même au cas où l’on au- 
rait un plus grand nombre d’intégrales assujetties à con- 
server des valeurs constantes. 
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381. Nous n'avons traité jusqu’à présent que des con- 
ditions communes au #aximum et au minimum. Il fau- 
drait en outre donner les moyens de distinguer généra- 
lement le maximum du minimum, et faire connaître les 
cas d'exception où la variation de l'intégrale peut s’éva- 
nouir, sans que ce résultat entraine lexistence d'un 
maximum où d’un murimumn. 

En remontant aux principes généraux de la matière 
[gr etsuiv.|, on comprendra tout de suite que cetteanalyse 
doit se rattacher à la recherche des variations du second 
ordre d’une intégrale, ou des variations de ses variations. 
Mais dans les applications ordinaires, on peut se dis- 
penser de recourir à cette analyse compliquée, attendu 
que la nature de la question indique presque toujours 
impossibilité, soit du maximum, soit du minimum ; 
de sorte qu'il ne peut rester d’ambiguité sur le sens du 
résultat obtenu, par la simple considération des variations 
du premier ordre. 

On doit aussi remarquer que nous ne nous occupons 
pas de rechercher le maximum ni le minimum d’une 
intégrale définie, toutes les fois que la fonction sous le 
signe / passe par linfini entre les limites de l'intégration, 
de manière que les intégrales ne puissent plus être con- 
sidérées comme des sommes d’éléments différentiels infi- 
niment petits. 

Nous allons passer, dans le chapitre suivant, à quel- 
ques exemples qui achèveront de lever les difficultés 
qui pourraient rester sur cette théorie, prise dans sa gé- 
néralité abstraite. 


LIL RL LLVRVE LUS LES QU R L'US L'URL LE LE U LOR LR LVL LR LRU LULU LEUR URL A AL'LR L'EAU ES 


CHAPITRE VIIL. 


APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS DES INTÉGRA- 
LES SIMPLES. — * DE LA MÉTHODE DES VARIATIONS , 
ÉTENDUE AUX INTÉGRALES DOUBLES. 


_ 


$ 1°. Applications du calcul des variations des intégrales simples 
à des problèmes de maxima et de minima. 


382. De la ligne la plus courte sur une surface 
donnée. Puisque la droite la plus courte ou la plus lon- 
gue qu'on puisse mener d’un point à une ligne ou à 
une surface , est la normale abaissée du point sur la li- 
gne ou sur la surface, il est aisé de voir que la ligne 
la plus longue ou la plus courte qui puisse être menée 
entre deux lignes ou entre deux surfaces, est la normale 
commune aux deux lignes ou aux deux surfaces. Nous 
nous contenterons d'indiquer l'application des formules 
générales du chapitre précédent à un cas si simple; 
et nous passerons au problème qui a pour objet de dé- 
terminer la ligne la plus courte que l’on puisse tracer 
sur une surface donnée, entre deux points fixes , ou en- 
tre deux courbes fixes tracées'également sur la surface. 
Il est évident que le problème n’admettrait pas de solu- 
tion , si l’on substituait la condition du maximum à celle 
du münimum, à moins qu’on n’y apportât des limita- 
tions, en assujettissant, par exemple, la courbe cher- 
chée à être plane. 
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L'intégrale qu'il s’agit de rendre un rrénimum est 
X'; É 
Vr+y® +2.dx, 


Lo 


d’où l’ontire,en posant L/1 + 72422 V, 


sf” Vdx — RS) 


EE gt VAE 


SoitF(x, y, a: l'équation de la surface sur laquelle 


(0e pd r) ARE 


la ligne ae doit se trouver : il viendra 


Ted + DD r+ To, 


d’où l’on conclut, en chassant dx sous le signe /, et en 
égalant à zéro les multiplicateurs de dy, dz, 


4) QG) 
PA NP ANAL 
}-- À LET 


dx d ay 

si ay (1) 
dE dE. NE HUE 
bé dz dx dz ê j 


Mais, puisque la courbe cherchée arr se trouver sur 
la surface, les dérivées y 7 sont liées par l'équation 
» Ù À q 


en conséquence les deux équations (1) deviennent iden- 
tiques, comme cela doit être, et elles prennent la forme 


dE. 1%) dE ë a) 
di di dy dx (2) 


Il faudrait substituer dans cette dernière équation les 


valeurs de z, z’ en fonction de x, y, y” tirées de l’équa- 
ton de la surface , et intégrer : mais en couservant à la 
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fonction F sa généralité, nous allons tirer de léqua- 
tion (2)la démonstration d’une propriété caractéristique 
des courbes qui satisfont aux conditions du problème. 

On a, en désignant comme à l'ordinaire par s Parc 
de la courbe, 


Ve +R Te 
au moyen de quoi l'équation (2) revient à la proportion 


dz 
dFr dE x) “C), 


dr" def ds … 


d'où l’on conclut , à cause de la ni ; 


7) 4) ,4G) 

af ,df de. "\&) . é LAMUES 
A4 AN AA F ; 

Mais si l’on désigne par ‘ UV N, " v' les a que la 

normale à la surface et le rayon de courbure de la ligne 

cherchée font avec des parallèles aux axes des x, y, z 


dans le sens des coordonnées positives, la proportion (3) 
revient [228 et 237] à 
COS À : COS : COS v :: cos | : COS 4’ : COS V'. 
Donc 1—\,u—u, v—v. Ainsi la ligne tracée sur 
la surface, de manière qu’entre deux points quelconques 
elle soit plus courte que toute autre ligne assujettie à 
rester sur la surface et à passer par ces deux points, à 
son plan osculateur constamment normal à la surface. 
383. L'équation aux limites 
ÉE + J'Y + #] rap 
V 0% # 

se trouve satisfaite d'elle-même, si les deux points ex- 
trêmes de la courbe cherchée sont fixes et donnés de 
position, car alors on a 
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dr 220, 0,0, 02 0MOTE = onôr, — 0! Ô2;520ù 
Supposons qu'il n’en soit pas ainsi, mais que chacun 
des deux points extrêmes soit assujetti à se trouver sur 
une courbe donnée, tracée sur la surface. On aura, en 
chacun des deux points extrêmes, en supprimant, pour 
plus de simplicité, les indices 0, 1 qui les particulari- 
sent, 
dx +yÔy+z0z—=0, 

ou bien 

+ À +2 Do. (4) 
Or, le point extrême (x, y, z) étant assujetti à se trouver 


Ôz y / | 
> Tz” sont des quantités déter- 


minées par le tracé de cette ligne, et qui mesurent les tan- 


Ha) 
sur une ligne donnée, e 
VA 


gentes trigonométriques des angles que font avec l’axe 
des x les projections sur les plans des xy et des xz de la 
tangente à cette ligne au point (x,y,z). D'un autre 
côté, y’, z' sont les tangentes trigonométriques des an- 
gles que font avec le même axe les projections sur les 
mêmes plans de la tangente à la ligne la plus courte, 
menée par le point extrême. Donc l’équation (4) exprime 
que la ligne la plus courte coupe à angles droits les 
deux lignes tracées sur la surface, et sur lesquelles les 
points extrêmes sont respectivement assujettis à se 
trouver. 

384. De la surface de révolution à aire minimum. 
On demande de déterminer dans le plan xy la courbe 
passant par deux points donnés (x,,7,), (x,,7,), qui, 
par sa révolution autour de l’axe des x, engendre la 
surface de révolution dont l'aire (comprise entre deux 
plans perpendiculaires à l'axe des x, et passant chacun 
par l’un des points donnés) est un #énimum. L'intégrale 
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dont la variation doit s’évanouir , est [350] 


rx 
Je JVITES. dx; (5) 
et l'équation (a) gp n° 373 devient dans ce cas particulier 
dy 
LC 1 
VAL — ———— TRE EF ou aie fr 


Si l’on prend s pour variable indépendante, cette équa- 
tion revêt la forme 


dy dy. dx AE YAUR 
Pa | (2) —7 17 =(S) mere" (6) 
Mais on a, dans la même Me 
dx @x dy dy 
FPNDICNRE.; OPTST (7) 


ce qui permet de changer l'équation (6) en 


d dx 
dx dy de (7 ) 
ds ds Pa ds — As FR 
On en conclut 


dx 
ap 8 
JT; (8) 
b désignant une constante arbitraire; et par suite, en 
élevant au carré, et en remettant pour ds? sa valeur, 


bdy 
Ver - (9) 
Enfin une nouvelle intégration donne 
TX — Lo —= D # star pi MON EE) . 
. Jre Vi ot Wro?—b? 
Puisque les coordonnées des deux points extrêmes sont 
des constantes données, l'équation aux limites se trouve 


dr — 


satisfaite d'elle-même. 
D'après l'équation (8Y, la constante D représente la 
valeur de l’ordonnée y pour le point de la courbe où la 
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tangente est parallèle à l'axe des x : on en déterminerait 
la valeur en calculant, par des approximations succes- 
sives , la racine de l’équation transcendante 

Vi VV ya be 

DT 7) | 

Afin de mettre sous sa forme la plus simple l’équa- 


L,— XX, = b log 


tion de la courbe qui satisfait au problème, faisons pas- 
ser l’axe des y par le point de la courbe où la tangente 
est parallèle à l’axe des x, ce qui revient à intégrer 
l'équation (9) en supposant. qu’on ait à la fois x — 0, 
y=ù : il viendra 
Fons ; 

Mi D log ET —), HV 28 — be? , 

d’où 
à? “ 
VV PB = © — be" tr 

re FH V p — b2 ? 


et par suite 
HAE UE 
r=(d+e a (10) 
3) 
On tire ensuite de l'équation (8), en prenant pour ori- 
gine des arcs le point dont l’abscisse est nulle, 


LE Die LA ie 
LE pà Nat din, EN E E 
Er). par =" (c e ) 


La courbe dont on vient de trouver l’équation est con- 
nue sous le nom de chaïnette ; parce que, comme on le 
prouve en mécanique, cette courbe est celle qu’affecte- 
rait un fil pesant, homogène, parfaitement flexible, et 
suspendu par deux points. Galilée, qui s’en est occupé, 
l’avait confondue avec la parabole; mais Leibnitz en-a 
ramené la construction à celle de deux logarithmiques , 
construction qui ressort de l'équation (10). 

La chaïnette jouit, comme la cycloïde, de propriétés 
curieuses , en outre de celles dont il vient d’être ques- 
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tion. Soit MBM”( /ig. 89) cette courbe , symétrique par 
rapport à l’axe OY, XX’ l’axe autour duquel la courhe 
doit tourner pour engendrer la surface de révolution 
dont l'aire est un #wrinmum : ordonnée zn7inimum OB 
représentera le paramètre 4. En vertu des équations (8) 
et (10), on a 

VDM, HAE 
dr”, Jub dx? b2? 


de sorte qu'en tous les points de la chainette, la nor- 


male [172] et le rayon de courbure [193] ont pour va- 
2 
leur commune . Au somunet B le rayon de courbure 
passe par un Aurtmnum, et a pour valeur le paramètre 0. 
Si, du, point P, pied de l’ordonnée PM— 7, on 
abaisse sur la tangente MT la perpendiculaire Pu, on 
aura Pu : MP :: PT: MT. Mais 


by f 
PTE ES ML PE 0er 
y — 8? : Vy2 ba 


donc la perpendiculaire Pu a une valeur constante et 
égale au paramètre D. De là Mu —y/y— 2. 


L’aire OBMP a pour valeur 


x b d 
ydy F0 
dx — b DU psp : 
1 “0 Mr be Lee fort 


et l’on a, par l'équation (8), 


arcs frde=vr : 
O 


b 


la chaïnette est donc une courbe pour laquelle l'aire et 
l'arc sont des fonctions algébriques de l’ordonnée. 
L'arc BM vient d’être trouvé égal à la droite My : 
done le point & appartient à une développante de la 
chaïnette, ayant son point de rebroussement en B, som- 
met de la développée. Cette développante NBN' est sy- 
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métrique par rapport à l'axe des y et a pour asymptote 
l’axe des x. La portion de droite uP—b est la tangente 
de la courbe NBN', à laquelle, en conséquence, on peut 
assigner pour propriété caractéristique d’avoir une {an- 
gente de grandeur constante. Ces remarques intéres- 
santes ont été faites par Ampère. 

385. Courbe de la plus vite descente, ou BAR CS 
chrone (*). On appelle ainsi la courbe sur laquelle de- 
vrait glisser un point matériel pesant, pour arriver le 
plus vite possible d’un point à un autre, non situé sur 
la même verticale, abstraction faite du frottement sur 
la courbe et de la résistance du milieu ambiant. Tout 
étant symétrique de part et d'autre du plan vertical mené 
par les points extrêmes, la courbe reste nécessairement 
comprise dans ce plan vertical que nous prendrons pour 
celui des xy, les x positifs se mesurant suivant la ver- 
ticale et de haut en bas. Soient x, , x, les abscisses des 
points de départ et d'arrivée du mobile : d’après les 
principes de la mécanique, il faut rendre un rnérémum 


l'intégrale 


ce qui donne 


a( ce Luna tn ee 
Vu xJG HT) M te 


T5 


(*) Et non pas Brachystochrone, suivant l'orthographe barbare que 
l’on trouve employée partout. Ce mot dérive immédiatement, non de 
l'adjectif Boxyds, qui a le même sens et la même racine que le latin 
brevis, mais de son superiatif Botyuotos, d’où l’u a disparu. 
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I L É . L1 . 
Posons = —92kR et x,—0o, ce qui revient à faire passer 
Le o ? 


l’axe des x par le point de départ, il viendra 

dx /2È—2 | 

D 1 irrmme 
équation d’une cycloïde [177] dont l’un des arceaux à 
pour pied le point de départ. Le rayon R du cercle gé- 
nérateur se déterminera , au moyen de ce que la cycloïde 


est assujettie à passer par le point d’arrivée du mobile. 
386. Problèmes sur les isopérimètres. On demande 


c Xi RPUE e 
la courbe dont l'aire ydx, limitée par les ordonnées 
2 

des points (x, »,) (4, , 7.) est un maximum ou un 7ni- 
nimum , Varc entre ces mêmes points ayant une longueur 


donnée. D’après le n° 380, il faut poser 
sf” (+ LyPdr==0;, 
Lo 


À désignant un coefficient constant : ce qui donne 


(GE) 
Wr£r" 
; dx 
d'où, en intégrant, et en désignant par 6 la valeur de + 
POUR 0. | 
CSD À Pull fr ne if 
Vite? dx VE; 
Intégrons de nouveau, et désignons par x la valeur de 
y pour æ—é : il viendra 
PR V ER, où (e—E) +) 
Ainsi la courbe cherchée est un cercle dont à désigne 
le rayon , et qui a pour centre le point pes n). La dé- 
termination des trois constantes &, n, À résulte de ce que 
le cercle doit passer par les points (x, 7. ), (4,7, ); 
l'arc compris entre ces points ayant une longueur dor- 


I— À 


? 


T—E— 
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née. La solution est double : arc de cercle qui tourne 
sa concavité vers l'axe des x correspondant au maxti- 
mum , et celui qui tourne sa convexité vers le même axe 
correspondant au #ninimum. On en conclut que le 
cercle est la courbe fermée qui, sous le même périmètre, 
circonscrit l’airé #axtmum, comme les anciens l'avaient 
démontré par la géométrie pure, 

Si l’on ajoute au problème du n° 584 la condition 
que la courbe soit prise parmi celles qui ont entre les 
points (x,,7,), (4, ,), une longueur constante et don- 
née, la variable y se trouvera remplacée dans léqua- 
tion (8) par,» +2 : d’ailleurs les calculs seront les mêmes 
et conduiront pareillement à l’équation de la chaïnette. 
Une nouvelle constante arbitraire sera introduite dans 
cette équation ; mais on aura aussi une nouvelle équation 
de condition : savoir, celle qui résulte de ce que la lon- 
gueur de la courbe entre les points extrêmes est une 
constante donnée. 

* 387. Pour dernière question, proposons-nous de 
trouver , parmi les courbes planes isopérimètres, termi- 
nées à deux points fixes (x. .), (x,,7,), celle qui, en 
tournant autour de l’axe des +, détermine le solide de 


; : Xi 2 
révolution dont le volume sf PAT est un 224aximum 
(e Lo 


ou un UnrLUmnum. 
La condition analytique du problème est 
1 
».f. (Tr? H+NVi+y2)dr—0, 


en écrivant, pour l’homogénéité, X au lieu de ?; et 


SA dy 
De Ce) 
2 Vitry à? : ds 
HE val dx due U 2) 


elle donne 


br. LA 
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ou bien, en prenant s pour variable indépendante, 


dy dr 
— }? me © mm © 
# ds? ds 
À dy me, ‘3 : 
Substituons pour ds SA valeur tirée de léquation (7), 
et 1l viendra 
dy ge 
2 == — 2 LEE 
as Ds 


d’où en intégrant , et en désignant par à la valeur de 
l’ordonnée y pour le point de la courbe où la tangente 
est perpendiculaire à l’axe des x, 
dx À° 
ds Viry 
Cette dernière équation donne | 
RE PR 
VE TE D 
et par suite (12) 
AS BTE TER 
VOA — (72 —b2} 
Une nouvelle intrégration donnerait la valeur de x en y 
avec une constante arbitraire; et l’on déterminerait cette 
constante, ainsi que les deux autres paramètres #,X, en 
assujettissant la courbe à passer par les points (x,7.), 
(x,,7,), et à avoir entre ces points une longueur donnée. 
Posons b— 0, ce qui revient à faire passer l’axe des 
x par le point où la tangente est perpendiculaire à cet 
axe; prenons aussi ce point pour l’origine des coordon- 


nées æ , y , et de l’arc s auquel nous donnerons le même 
signe qu'à x : il viendra 
D aÿs dy Fe PHN 
L'=—= D ; S =)", D 
dada t=2 79 o V2 — + 
Soit y —7À cos?, ? désignant une nouvelle variable : 
TUNIS 10 
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on aura 
d Asingcos"pdp  Hcos’odp À cos*pd 
TDR V7 1 — cost Ne: V'THcos® V2 V'1—2sin20 
Ado NRA I 
rate AUTT Sin FU TES EN 
d 
ds ZE — À ? 


Va V'T— sin 0? 
et par suite 


À PARA à 7e do 
= — — sin ©. dg— | —" — 
ee V2 (af. dé RUN. % EE 


=) a) 
(F2) CGat)] 


D’après la nature périodique des fonctions F, E, il 
est aisé de voir que la courbe représentée par l’équa- 
tion {13) a un cours périodique, comme l'indique la 
fig. 90. L’ordonnée #7aximum PM ayant pour valeur à, 
celles de l’abscisse correspondante OP—{OA et de l'arc 
OM sont 


À I I À I 
SEE 2E[ — —Fr()/ =>) 
V0 | (=) V'a7 Vo V2 
Les inflexions de la courbe aux points O, A, etc., 
n’interrompent pas la continuité de la fonction s, comme 


cela a lieu pour d’autres courbes, et notamment pour la 
lemniscate [386], dont l’are s'exprime aussi par la fonc- 


à AE rer 
tion elliptique E > e). 
Le 
La considération dont nous avons fait usage pour 
simplifier l’expression des intégrales des équations diffe- 
rentielles (12), ne pourrait plus être employée : 1° si la 
constante à devait avoir une valeur imaginaire de la 


D 
» | 


APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 147 


forme d'p/—1,ce qui n’empêcherait pas les intégrales 
dont il s’agit d’être encore exprimables, quoique d’une 
manière moins simple, par les fonctions elliptiques ; 
2° si l’on avait entre les constantes b, à la relation #—7,; 
mais dans ce dernier cas 1l viendrait 


cru adden WE 2: À dy 
Het ns Na AS =T- J 


JV 22 — y É YVW ax y? 
d'où È 
ARE RE LL V2 + VV — 
DSCONSE ENV nan 100 Le Gate) 
V2 PAPERS D TT 


On pourra effacer la constante arbitraire, si l’on fait 
passer laxe des y par le point dont lordonnée est 
Y—AV/2. D'ailleurs la courbe que cette équation re- 
présente , et qui est comprise entre les droitesy—Æ3}/2, 
au lieu de couper en une infinité de points l’axe des x, 
comme cela arrive à la courbe (13), a cet axe pour 


; jt bee d 
asymptote ; puisque, si l’on fait y —o, il vient = —0, 


CE 
et x— EE. 


La courbe dont la première équation (12) est l’équa- 
tion différentielle, est connue sous le nom de courbe 
12 + 9 2 “ 
élastique, parce que c'est celle qu’affecterait une lame 
élastique , naturellement plane, fixée à l’une de ses ex- 
trémités, et courbée par l’action d’une force appliquée 
convenablement à l’autre extrémité. On l’a nommée aussi 
courbe /{ntéaire, parce qu'elle représente la section droite 
d'une enveloppe cylindrique parfaitement flexible, sus- 

À VA . . 5 . 
pendue par deux de ses génératrices, et remplie d’un li- 
quide pesant dont la pression détermine la courbure de 
l'enveloppe. 

À proprement parler, la courbe lintéaire est déter- 

“minée par la condition que l'intégrale 
10: 
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Li 
Je y°dx 


soit un Maximum, les intégrales 


Tr LA 
1 ydzx, J Vrity2.dæ 
te ue: 


ayant des valeurs constantes, c’est-à-dire par l'équation 
x is tnt Mie 
sf. (7° +Ny HN Vi +y2)dxr —0, 
XL 3 
d’où l’on tire 
dy 
ds 
dx 
Puisqu'il suffit de diminuer les y de la quantité constante 


V4 SE UOE 


! 


_, pour ramener cette équation à l'équation (11), il 
2 


est clair que l'équation de la courbe lintéaire doit se 
confondre avec celle de la courbe élastique, tant qu’on 
ne particularise pas les constantes. 


*6 2. De la méthode des variations, étendue aux intégrales doubles. 


1 b Vdxdy 


une intégrale double dont les limites , supposées d’abord 


388. Soit 


invariables, sont déterminées par le tracé sur le plan xy 
d’une courbe fermée »,n,m,n, | fig. 80 et n° 354]: 
on admet que V peut renfermer , outre les variables in- 
dépendantes x,7, une fonction z de ces deux variables, 
et ses dérivées partielles du premier et du second ordre 
Ps 4 ls 5 t hypothèse d’une généralité bien suffisante 
pour les besoins des applications. Il s’agit de détermi- 
ner la fonction z de manière que l'intégrale proposée 
ait une valeur maximum où minimum. 
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Posons 

AV = Xdx + Ydy + Zdz+ Pdp + Qdg + Rdr+Sds+Tdt, 
ce qui donne dans l'hypothèse des limites constantes où 
l’on peut [374] considérer comme nulles d’elles-mêmes 
les variations dx et dy, 

OV 202 + Pôp + QÙg + Rôr + SSs + Tr; 
en sorte que l'équation du problème devient 


Îf [Zdz+ Pdp + QÙg + Rdr + SŸs + Tdé]dxdy —0. (14) 


Il faut considérer à part les termes en dp, dg, etc., afin 
de leur faire subir les transformations qui sont de l’es- 
sence du calcul des variations. 


Ona 


TEA dady= [[r3 Eddy ff? ie drdy 
à dP 
— [rar de [fi drdr Se 


Dans cette équation l’intégrale double 


dP 
ee dxdy.02 


est censée prise dans les mêmes limites que l’intégrale 
double proposée : quant à l’intégrale simple /Pdydz, qui 
est amenée par une première intégration relative à la va- 
riable x, il faut, pour en fixer la valeur, concevoir qu’a- 
près cette première intégration opérée, on a substitué 
successivement pour æ les valeurs 4, y, %,y [354], et re- 
tranché le second résultat du premier , ce que nous in- 
diquons par la notation abrégée 


[ frer.se li: 


la seconde intégration relative à 7 devant d’ailleurs être 
prise entre les limites y — Og, —y,,7 — Og,—=7.. 


En conséquence nous écrirons 


+ 
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ffr5e. dedy—| Gé Pdy. je fe ff Ta dxdy. x 


On trouverait de la même manière 


CETTE Qur. de | 14 ff der. ÿz, 


la fonction 4 désignant l'inverse de 4, ainsi qu’on l’a ex- 
pliqué dans le n° cité. 
Il vient ensuite 


k d°ÿz dÿz R dÿz” 
| ffRèraa—f RS ” dudy=fRre sat IE EE dy 
dz dR 
= fra T d.—— re DrÈz +[[ dxdy . 02. 


En tenant js des limites des intégrales, nous écri- 


, . , . 
rons , suivant la notation employée ci-dessus, 


10 RS EE | f | Car Rp dr], 
+ 


Le même calcul donnera 


far | fe (-Enempae 
+ = drdy.ÿz. 


Enfin, si nous considérons le terme affecté de ds, 


.ÔZ. 


nous Rte DCS par un QE sen 


dS 
fes dräy = 1 Spa | re DE ade|" Le 


Eee 1m dxdy .dz. 
On a d’ailleurs 


fs. fs Bunsse [Buse 


d’où 
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y Sds.dxdy — FT. Del! Éd] 


JS dS d S j 
ax és 7 dde | id | + ff ddr. 


389. Si l’on réunit ces . résultats, on mettra 
l'équation (14) sous la forme 


[ss TT + 4h (CE + Rap [dr 


“(ee Sheerqu 


db _aQ ADS AT 
ae ff (z- de dr Vdg® drdr dy ; Jérdy. pet 


Le coefficient de Ÿz, sous les signes de double intégra- 
tion, doit être nul pour toutes les valeurs de x, y com- 
prises entre les limites de l’intégrale double, ce qui donne 
l'équation aux différences partielles entre x, y, z, 
dl Eu Se. d'T 

Un dx +7 PS F ddr ai dy? be (a) 
Chacune des pin ue qui entrent dans l’équa- 
tion (A) s'étend à tous les éléments de la courbe 7n.n,m,n, 
(fig. 80) qui trace sur le plan xy les limites de l’inté- 
grale double. Donc, pour tous les systèmes de valeurs de 
x, Y, Qui correspondent à des points pris sur cette courbe, 
les variations dz, dp, dg doivent satisfaire aux équations 


day 
de 


Le) 


PTT 92 + Rôp—0, 
d'ENBEES (@) 
CEE )52-+ Ty 0. 


Enfin il faudra qu'on ait 
CS)" 
+ ToIPoX 
ou bien 


(S9z).,, Patr (Sdz).., OrTo (SŸz)., ?0Tx AS (Sdz)., $o*o — 0; (c\ 


152 LIVRE V. — CHAPITRE VII. 


(SŸz), désignant ce que devient Sdz pour les valeurs 
DEL) Pili CUAlDSlIOBEUITE. 

390. On peut se représenter la variable z comme lor- 
donnée d’une surface. Si l'intersection de cette surface 
avec le cylindre qui se projette en xy suivant la ligne 
Mt, était une courbe donnée de position dans l’es- 
pace, la variation dz serait nulle pour tous les points 
qui appartiennent à cette ligne d’intersection : par suite 
l’équation (c) serait satisfaite d’elle-même, et les équa- 
tions (b) se réduiraient à 

Rôp — 0, Tdg — 0. 
Si en outre la nature du problème déterminait la di- 
rection du plan tangent à la surface, tout le long de la 
ligne d’intersection, les variations dp, dg s’évanouiraient, 


et par suite les équations (b) seraient satisfaites d’elles- 
mêmes. 


Lorsque la ligne d’intersection et la direction du plan 
tangent le long de cette ligne ne sont point déterminées 
par les conditions du problème, il faut, pour satisfaire 
aux équations ( b), égaler séparément à zéro les coeffi- 
cients de dz,dp,dg, c’est-à-dire poser 
P — 14 JE EN 0, Q — Se 4) 2 D. LR ==0 ETC 

dx dy j y 20 NP ETS PER EES 
et ces dernières équations doivent subsister pour tous 
les points de la ligne d’intersection dont la projection 
en æy est la courbe m,nm,n.. 

391. Dans le but de montrer une application de cette 
théorie, supposons que l’on demande la surface assujettie 
à passer par un contour donné, et dont l'aire, dans la 
portion circonscrite par ce contour, est un 7#4rtmnum. 
Cette surface ne serait plane que si la ligne de contour 
par laquelle elle doit passer était comprise dans un 
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plan. L'intégrale double qu'il s'agit de rendre un rréni- 
mum est [359] 
AV i+p+e.dxdr. 

Comme les fonctions R, S, T sont nulles, et que la va- 
riation Ô2 s’évanouit aux limites, à cause de l’invaria- 
bilité de la ligne de contour , les équations (D) et (c) se 
trouvent satisfaites : 1l suffit de déterminer l’ordonnée zen 
fonction de x, y, de manière à satisfaire à l'équation (a) 
qui devient \ 


LA arab CE EE AE 
TL 


d dy 
ou en développant les calculs, 
(1 + gr — 2pgs + (1 +p'h—=0, (d) 


équation [281] caractéristique des surfaces pour les- 
quelles, en tous leurs points , les deux rayons des cour- 
bures principales sont égaux en grandeur et opposés en 
direction. La surface cherchée doit en outre être assu- 
jettie à passer par la ligne donnée, qui circonscrit l'aire 
minimum, condition par laquelle il faudrait déterminer 
les fonctions arbitraires qui entreraient dans l’intégrale 
de l'équation (d}). 


La surface décrite par la révolution de la chaïnette 


PNP ARR 

CN 

autour de l'axe des x, est ( parmi les surfaces de révolu- 
tion assujetties à passer par deux cercles parallèles don- 
nés) celle dont Paire a la valeur rxiénimum [3841. Les 
deux rayons des courbures principales de cette surface de 
révolution sont : 1° le rayon de courbure de la chaïnette 
méridienne; 2° la portion de la normale comprise entre 
la courbe méridienne et l’axe de révolution [285]; et en 
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effet l’on a trouvé [384] que ces deux lignes sont égales 
et opposées de direction. 

392. Quand on n’admet pas que les limites de l’inté- 
grale double soient fixées invariablement par un contour 
tracé sur le plan xy, on ne peut plus supposer nulles 
les variations dx, dy, du moins pour les points situés 
sur les limites de lintégrale [374]. On a dans ce cas 

SAN dxdy = ff dyN dx + ff dxNIdy + ff IN dxdy 

— ff dyN dÿx + ff dyNdÿy + /f INdxdy 
= {Nôxdy + [NÜydx HTOV— 8e 7 dy)dxdy . 
Chaque intégrale simple est censée prise le long de la 
ligne de contour qui limite l'intégrale double , selon les 
explications données précédemment. 

D’après un calcul analogue à celui du n° 373, si l'on 
pose pour abréger 

02 — pJx — qùdy — du, 
et que l’on conserve aux lettres Z, P, Q,R,S, T leur 
signification, en omettant, pour plus de simplicité, les 
termes d’un ordre supérieur au second, on aura 


IV 1ù adù 
SV— dx — dr = Lu + PTE + RC 
dôu d'ou dou. 


de 5 dxdy pE Gi i 


CVS Tr dr )adr = Sdu 
Test 
+f1 (a Te ail a " 


dP dQ æs LD 
+ - ATEN T ne et ENT + Ts Judy du. 


PR 


puis 


DE LA VARIATION DES INTÉGRALES DOUBLES. 159 

Il faudra donc, pour l’évanouissement de la variation 
de lintégrale double : 

1° Que l'équation (a), aux différences partielles entre 
les variables x, y, z, subsiste pour toutes les valeurs de 
x,.y comprises entre les limites de cette intégrale ; 

2° Que pour les valeurs de x, y correspondant aux 
points situés sur la ligne de contour qui limite lintégrale 
double, on ait les deux équations 


Voe+(P— mo a) RE —0, 

VD + (QT — Fou + re 
ou 
Vdx+ P-T-R (dz-pdx-qg0y)+R(Sp-rdx-sdy)— 
Vi r+(o-r-7 Le (z-pdx-qg0y)+T(dg-sdx— 107) — 0. 


Celles-ci correspondent aux équations (b) du n° 359. 
et se décomposeront de diverses manières, suivant les 
relations que la nature du problème établira entre les 
variations dx, y, 02, dp, dq, pour les points situés sur 
la ligne de contour. Si, par exemple, ces cinq variations 
sont indépendantes et arbitraires, les deux équations se 
décomposeront en cinq autres, 
dR dS ALOdS 


V=o, R=o, T—0, P-- —-—0, Q—-——--—0o 


LS di 

3° Enfin il faudra que l'équation Su — o soit satisfaite, 
par l’évanouissement de S ou de du, aux points extré- 
mes de la ligne de contour, comme cela a été indiqué 
pour le cas où la ligne de contour est réputée invariable. 
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DES CONDITIONS D'INTÉGRABILITÉ POUR LES FONCTIONS 
DIFFÉRENTIELLES DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPEN- 
DANTES, ET DE LEUR INTÉGRATION. 


393. La fonction différentielle 


pay)dz + Y(x,r)dr, 
où la variable y est censée liée à x par une relation 
quelconque y —%zx, équivaut à une fonction différen- 
tielle d’une seule variable fxdx, en désignant nour abré- 
ger par fx la fonction 


o(x,dx) + dx, Gr). ox ; 
de sorte que si l’on pose z—/ fædx, et par conséquent 
dz— {x.y )dx + (x, )dr, (a) 
on pourra toujours, quelles que soient les fonctions 
#, d, &, ramener aux quadratures la détermination de la 
fonction z. 

Au contraire, si les variables x et y sont considérées 
comme indépendantes, on ne pourra pas en général dé- 
terminer une fonction z de ces deux variables, telle que 
l'équation (a) soit satisfaite, ni construire dans l’espace 
une surface dont l’ordonnée z ait une différentielle to- 
tale exprimée par le second membre de cette équation. 
Car, pour cela, il faudrait qu’on eût 


dz ; dz 
Te = PT) FÉCNUAE 
et par suite [123] 
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d.a29) _ d. Ya) : 
dy CA | 
Quand les fonctions et Ÿ vérifient l’équation (4), on 
dit que l'équation (a) satisfait à la condition d’inté- 
grabilité : 11 existe alors une surface dont on peut repré- 
senter par (a) l'équation différentielle, et par 2—/f{(x,7) 
l'équation en x,7,z. 
394. Dans ce cas, la détermination de la fonction z 
se ramène aux quadratures; car, puisque l’on a 
dz 
pEL = p(r,y } 
il faut que la fonction z soit de la forme 
32—=/f@(x,y)dzx + Üy, 
0y désignant une fonction de la seule variable y qui doit 
être traitée comme une constante dans l’intégration in- 
diquée par rapport à x. De là on tire, en vertu de la règle 
de différentiation des fonctions sous le signe / [366] : 
dz 


un [d-etr) 7 d.0y 
== [EL art SU, 


dy — di [He F< ÿh can az | 
2 4 p(x,y dx + Jk [HGer) — 1 en ar | dy +- const. 


Pour qu’effectivement 6y ne contienne pas x, il faut 


qu'on ait 
d.o(, 
d. [Her) né " _. dx | 
dx 


ce qui fait retomber sur la condition d'intégrabilité expri- 
mée par l'équation (b). 
Prenons pour exemple la fonction 


—= O, 
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LL Jdx — dy, 
re 
qui satisfait [123] à la condition d’intégrabilité : on 


dz 


aura 


su ANNE yes a 

z jus Vy arc Que + by, 
g 

RE à d.arc “ho 

PR T Loi NO, 


et par conséquent dans ce cas très-simple, 


0) 


x 
7 \ATC tang — —+- const. 
€ 


395. Lorsqu'un point se meut sur la surface 
z—f(x,7), et que chaque ordonnée z ne rencontre la 
surface qu’en un point, la différence des valeurs de z au 
commencement et à la fin du mouvement, ne peut dé- 
pendre que des valeurs initiales et finales assignées aux 
coordonnées x, y, et nullement de la forme ni de la lon- 
gueur de la courbe que le mobile a décrite sur la surface 
entre les deux points extrêmes. Donc, si l’on établit une 
liaison arbitraire y —%x, entre les variables indépen- 
dantes x,y,au moyen de quoi la différentielle d4z devient 
une fonction de la seule variable x, la valeur de l’inté- 
grale définie | 


pau cf) Lot, de + Ur, dr) 


doit être indépendante de la forme de la fonction &. 
Donc il faut que cette intégrale puisse s’obtenir, sans 
qu’on ait besoin d’assigner de liaison arbitraire entre y 
et æ; comme en effet nous venons de voir que cette in- 
tégrale s'obtient toutes les fois que la différentielle 4x * 
satisfait à la condition d’intégrabilité, ou toutes les fois 
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que la variable z peut représenter l’ordonnée d’une sur- 
face. 

Si pourtant les deux fonctions +, 4, ou l’une d’entre 
elles, devenaient infinies, ou passaient brusquement d’une 
valeur finie à une autre dans l'étendue de l’intégration, 
les conclusions qui précèdent devraient être modifiées. 
En effet, il pourrait alors y avoir plusieurs points de la 
surface dont la projection en xy serait la même, ou plu- 
sieurs valeurs de z correspondant au même système de 
valeurs des variables x,y : en sorte que la différence 
z— 7, ne dépendrait plus seulement des valeurs initiales 
et finales de x,y, mais dépendrait aussi de la série des 
valeurs par lesquelles x et y ont passé, ou de la courbe 
que le point mobile a décrite sur la surface. 

Si par exemple la surface est une sphère coupée dia- 
métralement par le plan horizontal des xy, et que le 
mobile, partant d’un point de l'hémisphère inférieur 
dont les coordonnées horizontales sont x,,7., arrive à 
un point dont les coordonnées horizontales sont x, y, la 
différence z—7, changera, selon que ce point extrême 
appartiendra à l’hémisphère inférieur ou à l'hémisphère 
supérieur : mais, dans ce dernier cas, les valeurs de +, + 
auront passé par l'infini entre les limites des intégrations ; 
car l'équation de cette sphère est de la forme 

2 Wir (x—E—(5 1), 
d’où 
HR E 


LI)= + Léo x 01 


BOSMMEEr) LE 
D 


valeurs qui deviennent infinies, quand on a 


r—(x— 6) —(y—n) = 0, 
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ou quand le point mobile pénètre le plan xy, pour 
passer de l'hémisphère inférieur sur l'hémisphère supé- 
rieur. 

396. Ces considérations s'étendent à des fonctions 
d’un nombre quelconque de variables. Ainsi, pour qu'il 
existe une fonction w de trois variables indépendantes 
x,Y,2, susceptible de satisfaire à l'équation diffé- 
rentielle 

du — Xdx + Ydy + Ydz, (c) 
où X, Y, Z désignent, pour abréger, des fonctions des 
trois variables x,7,2, 1l faut qu’on ait [r29| 

dX,u (AY, AREA AL ON AN a AT, 

Réciproquement, lorsque ces équations de condition 
sont satisfaites, on détermine la fonction w par une suite 
de quadratures. Ainsi l’on a 

u—f Xdz + 0(y,2), 
d’où l’on a en différentiant sous le signe /, 


gn == fus ,d da TA), 


et par te 


dx 
= f (X— far dy + y 2. 


Pour on la fonction 7z, on remarquera que 


HYRCE Se) 
RL — fe 


mais, d’un autre côté, en vertu de . A ER équa- 
tion, 


er 0 d. 
2) = - fr Mr DE ; 


4 {2 dY 
SE 1 [Tax [CG fra) 
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aY d'X 
e=[|2= [5 Jap e—f(Z [Te Fe dx dy as, 


et enfin 
| are ee dy 
2 A [2 — ie — f (T Fe [re GE a de)o | Vas 


Pour que la ue 0( y,z) ne contienne pas x, il faut 


VEUX 
te per) Os 
GE eh A À 
cette condition étant satisfaite, Xz ne contiendra pas x, 


qu'on ait 


si l’on à en outre 


d'ANUXU, : 
dx dd 
et enfin yz ne contiendra pas y, pourvu qu’on ait 
dZ. dY 
RES 


On retrouve donc ainsi les trois équations ((). 
397. Lorsque la fonction 
u f(x, 72), à (e) 
qui satisfait à l'équation (c), a une valeur déterminée et 
unique pour chaque point de l’espace, ou pour chaque 
système de valeurs des coordonnées x, y,z, si l’on imagine 
un point matériel mobile, pour lequel la grandeur & 
prenne en chaque instant la valeur qui lui est assignée 
par l'équation (e), et si ce mobile passe du point (x,,7,,2) 
au point (x,y,z), la différence 
u—u, —=f(x,7;2)—f(x,,T:32) 
ne peut dépendre que des valeurs initiales et finales at- 
tribuées aux coordonnées x, y,z, et nullement de la forme 
ni de la longueur de la courbe que le mobile a décrite 
dans l’espace entre les deux points extrêmes. Donc, si 
TRE 11 
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lon établit des liaisons arbitraires y=—Gx, 2—yx, 
entre les variables x,Y,z, au moyen de quoi la différen- 


tielle totale 
du = Xdx +- Ydy + Zdz 


devient une fonction de la seule variable x, la valeur de 
l'intégrale 
u—u, — f. "(Xdx + Ydy + Yds) 


doit rester indépendante de la forme des fonctions & et y. 
Donc il faut que la valeur numérique de cette intégrale 
puisse se calculer, sans qu'on ait besoin d’assigner de 
liaisons arbitraires entre z, y et x. Le calcul du n° pré- 
cédent confirme cette vue à priori, en faisant voir com- 
ment, lorsque les conditions d’intégrabilité sont satis- 
faites, la fonction w se détermine par une suite de qua- 
dratures, sans qu’il soit nécessaire d'établir de liaisons 
entre les variables indépendantes. 

Toutefois, les formules de quadrature pourraient de- 
venir illusoires, quant à l’évaluation de la quantité u—u,, 
si les fonctions X, Y, Z, ou seulement l’une d’entre elles, 
devenaient infinies ou passaient brusquement d’une va- 
leur finie à une autre; et en effet il pourrait arriver dans 
ce cas que plusieurs valeurs de w correspondissent à un 
même système de valeurs des variables x,y, z; en sorte 
que la différence u—u, ne dépendrait plus seulement des 
valeurs initiales et finales de x,7,2, mais dépendrait 
aussi de la série des valeurs par lesquelles ces variables 
ont passé, ou de la courbe décrite dans l’espace par le 
point supposé mobile. | 

398. On rencontre fréquemment en. mécanique des 
équations de la forme | 


du = Xdx + Ydy + Zdz, 
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dans lesquelles X, Y, Z, fonctions des trois coordonnées 
x, Y, 3, désignent les forces qui sollicitent un point mo- 
bile parallèlement aux axes des coordonnées; et des 
théorèmes importants sont subordonnés à la condition 
que l'intégrale 


Ut. A (Xdx + Ydy + Zdz) 
x, 


ait une valeur indépendante des relationsy—ix, 7x, 
ou ne dépende que des positions extrêmes du point 
mobile, et non de la ligne qu'il a décrite en passant de 
l’une à l’autre. Or, pour que cette condition restrictive 
soit satisfaite, 1] ne suffit pas, ainsi qu’on a coutume de 
l’énoncer, que les fonctions X, Y, Z satisfassent aux 
équations (d), de manière que l'équation 
Xdx + Ydy + Zdz— 

soit l'équation différentielle commune à une série de 
surfaces qu’on obtiendrait en faisant varier la constante 
c dans l'équation u—u,—c€, ou 

Ja) — fr T 8) Ce. 
Il faut encore que la fonction w et ses dérivées partielles 
X,Y,Z ne deviénnent point infinies dans létendue des 
intégrations ; et qu'à un même système de valeurs des 
coordonnées x%,Yy,2z, ne correspondent pas plusieurs 
valeurs réelles de c, de telle sorte que les diverses sur- 
faces dont il vient d’être question puissent avoir des points 
communs. 

"399. D'après toutes ces explications, on voit que la 
théorie de la variation des intégrales, exposée dans les 
deux chapitres précédents, se rattache naturellement à 
la recherche des conditions d’intégrabilité, pour les 
fonctions différentielles de plusieurs variables indépen- 
dantes. 11 s’agit en effet dans cette recherche de trouver 

II. 
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les conditions pour que les changements de valeurs ou 
les variations d’une intégrale définie ne dépendent que 
des valeurs initiales et finales, assignées aux variables 
qui entrent sous le signe /, et nullement des liaisons 
qu'on pourrait arbitrairement établir entre ces variables 
dans l'étendue de l'intégration. Or, c’est à quoi s’appli- 
quent immédiatement les formules pour la variation des 
intégrales, dans lesquelles on fait usage de l'algorithme 
de Lagrange. 

Admettons que la fonction différentielle pour laquelle 
on veut trouver les conditions d’intégrabilité, renferme, 
outre les variables x,y, leurs différentielles des divers 
ordres jusqu'à l’ordre 7 inclusivement. Pour que cette 
fonction ait un sens intelligible, il faut qu’elle se réduise 
à une fonction de la seule variable x, quand on assigne 
entre x et y une relation y — &x: il faut par conséquent 
que cette fonction prenne la forme 

Sarre. )dæ", 
lorsqu'on y traite æ comme une variable indépendante, 
et y comme une fonction de x. L'intégrale de cette fonc- 
tion, si elle peut en avoir une indépendamment de toute 
relation entre x et y, sera de la forme 

F(æ,y,7",. 707 0)dar?, 
de sorte que l’on pourra poser 

F2, T7 "ee = fe 1" 3e + dx; 
et il s’agit de savoir si la valeur de l'intégrale contenue 
dans le second membre de cette dernière équation peut 
rester indépendante de la relation arbitraire qu’il faut 
nécessairement établir entre y et x pour rendre la qua- 
drature possible, par les procédés ordinaires. 

Afin de conserver les notations employées dans l’'a- 
vant-dernier chapitre, écrivons 
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Te Fo ee REIN 
ANV=X dax +-Ydy+YOdy +YO)dy" +NO6dy"+etc. : (f) 


nous aurons 
dYE)  dY6) 
D Vdz=Vôr + VOTE + hi. etc.) (dy —r 0x) 


dY6) | 
= 2 NÉ ren etc.) (0y — y"dx) + etc. 


(x) : 3Ÿ (3) 
+ PT Gr + 00 road 

Cette équation se déduit de la formule (A) du n° 373, 
en omettant les termes qui se rapportent à la limite in- 
férieure de l'intégrale, parce que les valeurs de x.y, y', etc., 
à cette limite sont censées constantes, et en supprimant 
l'indice (1), pour mieux marquer que nous considérons 
comme variables les valeurs de x,y7,7', etc., qui se rap- 
portent à cette limite supérieure. 

Maintenant, si, par la forme de la fonction f ou V, on 
a identiquement 

AL LEA ES) 

RER LEE 
dx dx? dé 

il est clair que la variation de l’intégrale ne dépendra 
plus que des variations des quantités x,y,7', etc., qui se 
rapportent à la limite supérieure; de façon qu’elle res- 
tera indépendante de la relation arbitrairement établie 
entre y et x dans l'étendue de l'intégration. 

Donc identité () exprime la condition d’intégrabilité 
de la fonction /, ou la condition pour que cette fonction 
ait une intégrale F, de l’ordre immédiatement inférieur. 
Lors même que la fonction F ne comporterait pas d’ex- 
pression par les signes élémentaires de l'analyse, on 
pourrait toujours en assigner numériquement la valeur, 
pour chaque système des valeurs imitiales et finales des 
quantités +,y,7', etc., en calculant arithmétiquement 


+ etc. — 0, (g) 
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[320], avec une approximation indéfinie, l'intégrale 


Je URSS Ie STONE 


après qu'on aurait établi entre y et x, pour rendre le 
calcul arithmétique possible, une relation arbitraire 
dont la forme n’influerait pas sur la valeur de l'intégrale; 
puisque, par hypothèse, l'équation (g) est identiquement 
vérifiée. 

*400. D'ailleurs, en vertu de cette même équation (£), 
on a [379] 

SES PNA Nr 

— Edx + Yoy + YOdy + YUÈy" +... + YU Ndp), 
Eë,y,Y0),...y®79 désignant des fonctions connues de 
x,9,Y,Y", etc. Or, rien ne s’oppose maintenant à ce 
qu'on remplace la caractéristique à par d, en écrivant 
dE —=Edx + Ydy +Y0dy +Y6)dy 4. A4NXG-)dyer), (h) 

Par conséquent l’on a, pour déterminer F'en fonction 
de x,7,7',... 77%, considérées comme variables indé- 
pendantes, une équation de même forme que celles qui 
ont été traitées au commencement de ce chapitre : et 
comme le même procédé d'intégration s’y applique, il en 
résulte que la détermination de la fonction F se ramène 
toujours à une suite de quadratures. 

À la vérité, ceci suppose : 1° que les facteurs 
=, y, 0), etc. ne contiennent pas de dérivées de y supé- 
rieures par leur ordre à y"; 2° que l'équation () sa- 
tisfait en outre aux conditions d’intégrabilité exprimées 
par les équations 

dE, 1° dYniLdE dYG) 

dy mass ns ; dj ee PE etc. 
Mais remarquons que, si toutes ces conditions n'étaient 
pas satisfaites, il y aurait contradiction à admettre que 
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F est fonction des seules variables x,7,7”,... 7", con- 
sidérées comme indépendantes; ce qui est pourtant, 
d’après ce qui précède, une conséquence de l’identité (9. 
Donc, l'existence de la fonction F, dans le cas de l’iden- 
tité (g), ayant été démontrée par des raisonnements in- 
dépendants de la forme de l'équation (2), nous pouvons 
être assurés que cette équation satisfait aux conditions 
d'intégrabilité, et nous en prévaloir pour affirmer que la 
fonction F est toujours susceptible de s'exprimer sous 
forme finie, par une suite de quadratures. 

Lagrange s’est contenté de démontrer que la fonction 
F peut toujours s’obtenir par un développement en série, 
ce qu'on regardait alors comme suffisant, et ce qui ne 
satisferait plus aujourd’hui les géomètres, puisque la 
série obtenue peut, comme celle de Taylor, et à plus 
forte raison, tomber en défaut ou cesser d’être conver- 
gente. Les démonstrations plus anciennes ont paru à ce 
grand géomètre obscures ou trop compliquées (1). Le 
raisonnement qui précède suppose seulement que les 
fonctions &, y, Y(°, etc., n’éprouvent pas de solutions de 
continuité du premier ordre. 

* 401. Prenons pour exemple la fonction 


V=f(; 77; FN) =" + Ir + x: 


on a 
- dV dV dV 
AA a (1) Eee Gp 
tte É rrirnl ve TE) 
dY() MAN) d'Y (2) 


M de À 
par conséquent l'équation (2) est satisfaite, et il vient 


SF —(2y"+7y + x) da + (71) (dy-y dx) +x(dyr'-7"dx), 


(*) Leçons sur le calcul des fonctions, 21° leçon. 
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ou 

SF—(x+y)ôx+(y—1) dr +adr', 
ou bien enfin 

dE —(x+7) dx + {(y— 1) dy + xdy'. 
On reconnait sans difficulté que le second membre de 
cette équation, considéré comme fonction différentielle 
des trois variables indépendantes x, 7,7’, satisfait aux 
trois conditions d’intégrabilité indiquées au n° 396; et 
l’on en conclut, par les formules de ce n°, 

Ex, y, y") = 2 + y" — 27 + 27'x + const. 

On peut se proposer de généraliser ce qui précède, 
en recherchant les conditions d'intégrabilité d’une fonc- 
tion qui contiendrait plusieurs variables indépendantes 
avec leurs différentielles des divers ordres; ou bien en 
cherchant les conditions pour qu’une fonction différen- 
tielle de l’ordre 7 ait non-seulement une intégrale de 
l’ordre immédiatement inférieur 7—1, mais encore une 
intégrale de l’ordre n—2, ou de l’ordre 7—3, et ainsi 
de suite. De semblables questions comportent de trop 
rares applications pour qu'il y ait lieu de s'y arré- 
ter 1c1. 
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“CHAPITRE X. 


DES INTÉGRALES DÉFINIES PRISES ENTRE DES LIMITES 
SPÉCIALES. — DIVERS EXEMPLES DE DÉTERMINATION 
D'INTÉGRALES DÉFINIES. 


_ 


402. Lorsque l'intégrale indéfinie f fxdx ne peut pas 
s'exprimer algébriquement ou par les fonctions transcen- 
dantes dont on a des tables, l’intégrale définie 


Jr (1) 


ne peut en général être calculée qu'approximativement, 
par les séries ou par le procédé de sommation arithmé- 
tique dont il a été question plusieurs fois [320] : mais 
dans ce cas même il arrive souvent que, pour certaines 
valeurs spéciales des limites, appropriées à la forme de la 
fonction f, telles que 
CPE 60 ACT NET NNIerO 

la valeur de l’intégrale (1) s'obtient exactement et direc- 
tement , sans qu'on ait à passer par l'intégrale indéfinie. 
Il arrive aussi que l'intégrale prise entre ces limites 
spéciales, lors même qu’on l’obtient par une intégration 
indéfinie, prend une expression beaucoup plus simple, 
ou jouit de propriétés remarquables qui n’appartiennent 
plus à la même intégrale, prise entre des limites quel- 
conques. On pourrait attribuer la dénomination d'inté- 
grales définies spéciales à celles dont on vient d’indi- 
quer sommairement les caractères distinctifs : le calcul 


170 LIVRE V. — CHAPITRE X. 


et la théorie de ces intégrales forment maintenant une 
branche très-importante de l'analyse. 

Pour éclaircir ce sujet, supposons que l’on demande 
la valeur de l’intégrale définie 


œ 
ds ? sin? zx : 
O 


on remarquera que cette valeur est évidemment la même 
que celle de l'intégrale 


m 
1 * cos” dx, 
Oo 


puisque, dans l'intervalle de o à 27, sin x et cos x pas- 
sent suivant un ordre direct ou inverse par la même 
série de valeurs. Donc 


T Li T 

za OS PR re T 

*sinxdx— - | *(sin°x + cos x)dx —=- | dx — -. 
(e) 2/0 2/70 4 


A la vérité on obtiendrait le même résultat, sans recou- 
rir à la considération que nous venons d'employer , en 
effectuant l’intégration indéfinie, qui est possible dans 
ce cas, et qui donne 
Jfsin° x dx = +x— <sin 2x + const. 
Aussi notre but a-t-il été seulement de montrer com- 
ment des rapports convenables , entre les limites de l’in- 
tégrale et la forme de la fonction, peuvent conduire à 
l’évaluation de certaines intégrales définies, sans qu’on 
ait besoin de passer par les intégrales indéfinies. 
403. Soit encore l'intégrale 


© 
e-*dx : 
O 


si nous la multiplions par une autre intégrale de même 
forme, où nous écrirons seulement y au lieu de x, le 
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produit des deux intégrales simples équivaudra à l’inté- 


grale double 
se J. e(+")dydx.. (2) 
eo) O 


En effet, lorsque les limites des deux intégrales simples 
[fxdr oy£rdr, 

ne dépendent point, pour la première de y , pour la se- 

conde de x, leur produit est égal à la somme qu’on ob- 

tient en multipliant chaque élément de la première par 

chaque élément de la seconde, c’est-à-dire à l’intégrale 


double 
ff x.fy.dydz, 
pour laquelle les limites, par rapport à chaque variable, 


sont les mêmes que celles des intégrales simples. 

Posons maintenant y—xt, t désignant une nouvelle 
variable, d’où [357] dx—xdit : les limites de £ seront 
encore 0 , , et l'intégrale (2) deviendra 


e-#G+2)xdx. dt — = D de LT 
6 1Ÿ0 2)0o 1+t 4 


Donc 


GE ef ere) er) 


et par conséquent 


sf, e-"dr=- Pan) (a) 


résultat d’une grande importance et d’une application 
fréquente. L’artifice de calcul qui nous a donné la valeur 
de l'intégrale (a), ne réussit que parce que les limites 
sont o et æ : entre d’autres limites l'intégrale /e**dx 
constitue une fonction irréductible aux transcendantes 
usuelles, ou une transcendante qui doit avoir sa table 
propre, et dont nous avons donné plusieurs expressions 
en séries [317]. 
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On conclut immédiatement de l'équation (a) 


©0 
e dr V», 
— 1 


et en remplaçant x par xl 6, 


«+ LV” 
FT 
…. et dr = —— 
— V6 


Différentions ? fois de suite les deux membres de l’équa- 
tion par rapport à 0, suivant la règle du n° 366, et fai- 
sons ensuite 0— 1 :1l vient 
CO 3 Rs À 
À DR pat TOR Dee «(22 1) =. 
— 2° 


On a d’ailleurs, pour toutes les valeurs entières et po- 


sitives de z, 
CO 
ÉMET OT 0, 
—% H 


puisque l'intégrale est composée d'éléments qui se dé- 
truisent deux à deux. 

On doit remarquer l’artifice de calcul qui consiste à 
tirer de la valeur connue d’une intégrale définie, celle 
d’une autre intégrale définie prise entre les mêmes li- 
mites, et que l’on fait dériver de la première, en diffé- 
rentiant ou en intégrant celle-ci sous le signe / [366] 
par rapport à un certain paramètre. C’est ainsi qu'en 
intégrant par rapport à 72, entre les limites p, v, les 
deux termes de l’équation 


I I 
sf. DAT'AT EE) 
O 178 
du real .dx—lo CE). 
ni Toflogeæ 1 x nine 


Au contraire , si l’on différentie z fois de suite, par rap- 


port à », l’équation 


on trouve 
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D, (dr FT 
OUT eu UV en 
il viendra 
Pr 22 12 Pr 07 1.3.0...(2i—1)T 
O (x + m)+ 2:,MV/ m 
d’où 


a dx PNA De (oi 1) L 
JE RAR ann or OM sr), ‘2, ] 
404. Les géomètres ont calculé par des méthodes très- 
variées les valeurs d’un grand nombre d’intégrales défi- 
nies : nous donnerons comme exemples les formules 
d’une démonstration plus simple ou d’un usage plus fré- 
quent, en commençant par les cas où la valeur de lin- 
tégrale définie se tire immédiatement de l'expression 
trouvée pour l'intégrale indéfinie. 


On tire de la formule (4) du n° 309 


SINP— XCOSXZ  L—I 
fsinrete = — ———— + — | sin“-?2rdxr, 


2 pe 


et de la formule (v) 


SIN Z'COS" TXT  V—TI 
COS” LL — + : cos"? xdx, 
x 


d’où 


Li 


T 
hs LL fre 
? sine ad ET f ?sine-2 TU) 
(9) a 0 


Lin T 

® prise A 

* cos” xdx — ? cos” =? xdx. 
oO ÿ o 


Comme les mêmes formules de réduction s'appliquent 
aux intégrales qui entrent dans les seconds membres, 
on a, en désignant par 24 un nombre pair quelconque, 


ss i = 4 1.3.D...(2i—1) T 
“h sin ede— Cos CEE me MP CET —, (b) 
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eten désignant par 22-È1 un nombre impair quelconque, 


% 


EN. 5 4.0. 
2 aix pue 2i+x Le : 
je sin ele [, cos PR aps 7 d'APNERTE (c) 


Or, il est à remarquer que l’on peut toujours prendre 
le nombre ; assez grand pour que les valeurs des inté- 


orales 
T T 
J * sin+: xdx, fi * sin xdx (3) 
Oo Oo 


diffèrent d'aussi peu qu’on voudra des intégrales 


mr 


ui 
2 (és Re ae. 
ds sin”+: xd, J. sin xdx , (4) 
—— + ——e€ 
2 < 2 


es désignant un nombre positif susceptible de décroitre 
au-dessous de toute limite. En effet l’on a 


T 

on T | T 

* sin“ xdx < ( - —& | sint (= — € ), 
o 2 2 


et le second membre de l'inégalité peut évidemment, 
quelque petit que soit e, tomber au-dessous de toute gran- 
deur donnée , pour une valeur convenable de l’expo- 
sant #. 

Maintenant l’on peut prendre e assez petit pour que 
les intégrales (4) diffèrent chacune d’aussi peu qu’on 
voudra de l'intégrale 


T 
Je dx —e, 
T 
= à 
2 


et pour que leur rapport diffère d'aussi peu qu'on vou- 
dra de l'unité : donc, pour des valeurs suffisamment 
grandes du nombre #, le rapport des intégrales (3) diffé- 
rera de l’unité d'aussi peu qu’on voudra. 

On en conelut que le rapport des deux fractions for- 
mant les derniers membres des équations () et (c) tend 
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indéfiniment vers l'unité, pour des valeurs indéfiniment 
croissantes de &. Donc 

La A4. 6:04 85% 

M SC TTUUn 
Cette expression du nombre +, en produit continu d’une 
infinité de facteurs , est due à Wallis : on la retrouve de 
diverses manières. 

405. Soit demandée la valeur de l'intégrale 
Lt 

fx désignant une fonction algébrique rationnelle, et Fx 
une autre fonction algébrique rationnelle, dont le degré 
surpasse au moins de deux unités celui de fx, et telle 
que l’équation Fx — o n'ait que des racines imaginaires, 
afin que la fonction sous le signe ne passe point par 
l'infini, dans l'étendue de l'intégration. Si l’on désigne 
par «El x un couple de racines imaginaires conju- 
guées de l'équation Fx—o, l'intégrale demandée sera 
la somme d’intégrales partielles de la forme 


æ (x —a)dx JE dx 
2P ep (x— «)° se E ar 2Q$ AL (x — a)? +p? ? 
les constantes P et Q étant données par l'équation 
__f(aH Ex), 
PQ = ——— — "| 5 
R Fa +8) @) 
dans EHAGUE on transforme très- “simplement l'équation 
(3) du n° 296. 
On a sans difficulté 
dx 
2Q$ unten FO 


quant à l'intégrale 


Ni (x — a )dx pe tdt 
—œo(x— x) +f$* _oé+f? 
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elle ne peut être considérée [324] que comme la limite 


d’une autre intégrale 


z 


NS Ut 
Dares ? 


dans laquelle &, y désignent des nombres arbitraires et 
“ 
e un facteur qui converge indéfiniment vers zéro. Or 


f GES 1 JON 1 Ve +1) y 
et HEURE + 2. Al 
d’où, en faisant «— 0, pour passer à la limite, 


D tclt SoaUtE 
Dee pen (CD 


expression indéterminée, à ceux de l’indétermination 


on a 


des nombres p, v 


Désignons maintenant para, E BL —1, a, BL, 


etc., les autres racines imaginaires de l'équation Fr—0, 
et par P,, Q,, P,, Q., etc., les valeurs correspondantes 
de P, Q:1l viendra 
6 He di k “f = d 
x — lim. x = 27(Q + Q, + Q, + etc.) 


© Fx 


: d 4e 4p, Héte.Mos CE) 
D'un autre coté l’on a identiquement 
fr 2P(a—e) +208, 2P,(e—2,) +28. 
Fx (x—a) +£° (x—a,) +: 
d’où il est facile de conclure que, si l’équation de con- 


+ ELCs: 


dition 

P+P,+P,+etc.—o 
n’était pas satisfaite, le plus haut exposant de x dans fx 
ne serait inférieur que d’une unité, contre l'hypothèse, 
au plus haut exposant de æ dans Fx. Donc on a sim- 
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plement, dans l'hypothèse admise, 
lé Par ailO LOUP Ce 


valeur d’où a disparu tout symbole d’indétermination. 
Si les fonctions fx, Fx ne renferment que des puis- 
sances paires de x, on aura aussi 


Fde=rf dr rQ+e + Q,—+ etc.) 


406. Appliquons cette analyse à l'intégrale 


PAPA T 
0 I —- x°"? 
dans laquelle nous supposerons 72 < n,1n et » désignant 


d’ailleurs des nombres entiers positifs. L'équation (5) de- 
vient dans ce cas 


P—QU = 


I 
(a + pires jam) 
et il faudra [ 79 | y substituer successivement pour 
a+ By: les diverses valeurs que lon tire de la for- 


(6) 


mule 


(254 1)% 


os CE LT +. D St - 
2n 


21 
en donnant successivement à z les valeurs o, 1,2,3,... 
 n—1. 


Or, on a par la formule de Moivre [77], 
[eos Dre (26 a “al EN RL TE 
an 


21 
cas [ei+ Spa etonr 2 Ram or 7] 
| on À 
+ 7 ;.sin | (oË + 7 CRUE UE 
; | an 


D) Eat men (nier 1m LS: Gt i)(ait ie 
2n on 


Posons, pour abréger, 
DATE 12 
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2m +- I 
on 


En k, (2) 
l'équation (6) donnera 
an(P;— Q,; he 


et par suite 


I 
— cos (ai 1)4T + V/—5.sin (24-14? 


TH LI 
oi = Sin (oi+ 1)4T, 


Re 7 à TON 
JA ne Lin A+ sin 34T+...+sin(2n-1)4T]. (8) 


Cette expression peut être simplifiée : car soit 
S—sinu+ sin(u+v)+sin(u+2v)+...+sin[u+(n-1)]; 
multiplions les deux membres de l'équation par 2 cosv, 
et, la multiplication effectuée, transformons chaque terme 
du second membre au moyen de la formule 
2sin(z+ 76) cosv — sin[u + (r + 1)v] + sin [u + (r— 1], 
qui dérive elle-mème de la relation connue 
2 sin p cos g = sin (p + g)+ sin(p — q) : 
nous irouverons 
2Scosv—sin{u-#)-sinu+28S—sin[u+(n—1)"]+sin(u+nv), 
d’où 
AL — sin(w—v)+ sin 4 + sin [u+(n—1}]-sin(u+ nv) 
2(1— cos ») 
Faisons dans cette dernière équation u — #x, v— 2x : 
AE x ; EE D ” 
S désignera le polynôme qui multiplie se dans l’équa- 


tion (8), et il viendra 
2 sin #T +- sin (22 — 1)#m — sin (2n + 1)4T 


Ve 2(1 — cos 247) 
Mais on a 
sin (an Æ 1)kr — sin (onkr Æ kr) — sin [(2m + 1x E Ar] 


= SIILAT, 
1 — COS 247 — 2 sin° ÂT ; 
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donc 
Fe RE AO ” = 
SULTAN 7 SIT LE . (om <+1)x 
GUN RER 
on 
Cette formule remarquable à été donnée par Euler. On 
en tire 
bn DA Le T 
Pair = ——— ) (d) 
0) LE EMA AT | 


en posant 7 —x*". Cette dernière équation subsiste pour 
des valeurs quelconques de À comprises entre o et 1 : 
car , quelles que soient ces valeurs , on pourra trouver 
des nombres entiers 72, 2 qui satisfassent à l’équation (7), 
avec telle approximation qu'on voudra, et qui de plus 
vérifient l’inégalité m2 < n. 

On trouverait par un calcul analogue 

æ 
il = | Ein 2km + sin 44m + sin 2 (n—1 kr] 

T 


2n té ang PHP 


218 


20 v*— I 
RE OS (a) 
0 I—Y  tang tano 4 | 


407. Les formules (2) du n° 314 donnent 


11 e7% sin brdx — Mu 
Jo Aer 
) (P) 
JÊ e7* cos bxdx ——— } 
a. 


a +- b?° 
Multiplions ces équations par da et intégrons entre 
les limites c , a, il viendra 


e 


OO y—ct —ax 
ete a 
—— .sinbrdx = arc tang y 7 —arctang — 
le) TL 


# FRE AA bxdx — Te +5) 
0 Æ + 0? 


eu 
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Si l’on fait, dans les équations qui précèdent, c—0, 
a—=® , elles donneront 


sin x TK 
BRON, 
sf dx ur (&) 


© cos bx 
dx — ©. 
o À 


On doit prendre le second membre de l’équation (8) avec 


le signe + ou avec le signe —, selon que la constante 
b est positive ou négative. D'ailleurs la valeur nu- 
mérique de cette constante est sans influence sur la va- 
leur de l'intégrale définie : en effet, si on pose br —1, 
les limites de { seront encore 0, , et l’on aura 


sin bx bin’ 
jrs dx —f dt. 
o 7; o LA 


408. On a par le théorème de Cotes [79] 


À | : 
+a) 


T : RÉTNEN ON on 
(1-2acos— +a)(1-2acos —+a)..(1—-2acos 
an 2n 


= a?" + I 


2 2 , A . T 
FÉlevons les deux membres de l'équation à la puissance — 
n 


et passons aux logarithmes : il viendra 


>: = log(1 —2a cos —— A Ur EE (a+) 11 (0) 


Le) 
SU, indiquant la somme des valeurs d’une fonction 
U;, pour toutes les valeurs entières de 7, de o à 72—1 in- 
clusivement. 
Faisons maintenant 
224 I 
Tres 


le premier membre de l'équation (9) deviendra 
TH 
2- = log(1— 2a cosx+ «), (10) 


et le signe > indiquera une somme prise relativement 
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à la variable x, qui croît par différences constantes et 
YO DIT ; 

égales rai OT Tee "2 Tnicluervement. 

n° 2n 270 


Si l’on fait croître indéfiniment le nombre », la dif- 


, RER € : : 
férence At — - diminuera de plus en plus; et à la li- 
ni 


mite la somme (10) deviendra l’intégrale définie 
T É 
[. log (1 — 24 cos x + a dx. 
O 


D'un autre côté, pour des valeurs de x indéfiniment 
croissantes, la quantité 


(a+) 
tend indéfiniment vers la limite 1 ou vers la limite a”, 
selon que la constante a est <ou> 1: doncona 
pour a! à 1 [ log(—2acos &+ ad — “ 
LL o x log(a*). 

La valeur de cette intégrale définie a été donnée par 
M. Poisson; mais la démonstration précédente, recom- 
mandable par sa simplicité, est de M. Delaunay. 

409. La combinaison des symboles imaginaires est un 
moyen de calcul souvent employé pour déterminer des 
intégrales définies. Si dans la formule (4) on change x 


en ax, ce qui donne 


L'e) 
e— 2 dx UE) re 
oO 24 


et qu'on pose ensuite 


elle deviendra 


F eV dx — — un _—) AE 
Jo 24 oi? 


ou bien, après qu'on aura remplacé l'exponentielle ima- 
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ginaire par sa valeur en sinus et cosinus, 


‘hi (cos 2° — V7 = 5.sin aa) (I = ARE 


équation qui se décompose dans Îles nt suivantes 


JL sin ax. dr 1/7, 

O 2 D} 
; nn 0 

cos &x?.dx — NAS: 

Oo 20 2 


Celles-e1 IS , quand on pee XCYpar Tr, 


© sin ædx ade _ © cos EE eve 
oO AN: 2 


Les équations ms Rare encore 


Ja sin 2° dr =, LH cos x” de=W/T h') 


Changeons dans la première x en x —£ : les limites se- 


ront toujours les mêmes, et il viendra 


[ sin (2° — 26x + €")dx =]. sin (2°+- Ë?) cos 2Ëxdx 
—— 0 — © 


“ —f. cos (x° + Ë°) sin 2Ëx dx — VAE : 


Mais, comme cos {x°—H£?) sin 2Ëx est une fonction im- 
paire de x, on a évidemment 


a 
1h cos (x? + Ë?) sin 2Ëx dx — 0, 


— 


et par suite 


js 
: sin (2° + Ë”) cos 2Ëx dx — A e 
ou 
+ 00 = 
cos ef sin 2° cos 26% dx +- sin ef _ COS x? cos 2Ëx de ==: 
—— © Vue 


En traitant de la même manière la seconde équation (4) 
on aurait 


A oo n 
€ . 2 | 
cos e COS Æ° COS 26x dx — sin A sin æ° COS 2Ex dx mue : 
ee x —® à 
€ « 
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et de là on tire 
CO 1 
[ cos x” cos 26x dx — (cos E? + sin E)V/ — , 
pa Ë | 
< Sd 
4 sin +° cos 2Ëx dx — (cos Ë— sin en /7 . 


En observant que 


AT 2 u7 I 
SIN —= COS) 
APPAPPAENONTES 


on mettra ces équations sous la forme 


# FA. 
JA cos æ° cos 2Ëx dx — V/%.sin 6 + e), 
©0 


di AE AE UNS 
| sin 2° cos 2x dx — V/7#.sin (° ci æ) ; 
/ 


—— 


410. Soit 


o = er cos bxdx, ——=— e7%# sin bx.xdx: 
0 db 0 


l'intégration par parties donne 


nt da b 
—* sin #x.xdxr—— — Sin ÜX + er cos bxdx; 
24 


24° 


Le 


(7) 


A 


d’où 


ee] b Q0 
[. eT%+* sin bX. «dx — — f. ÉNMNCOS DTUX, 
Oo Le] 
e 


24 


et par suite 
ce £ ou ALARME 


__—— — 
db 2 (1 & 24° 


Donc, si l'on représente par ©, la valeur de w pour b—o, 


on à 
& b° É1,87 
et 2 
Log ( = OH D,.6 4a?- 


o, 


Mais, d'autre part, 


donc 
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Fe x ci 
jl er 2? cos bxdx — —— .67 ha. (4) 
70 24 
Quand on fait converger « vers zéro, le second mem- 
bre de l'équation précédente converge vers Zéro [89]: 


donc, à la limite, et pourvu que & ne soit pas nul, on à 


Le) 
" cos bxdx —0, 
(e) 


conformément au résultat trouvé [325]. 


411. L'intégrale double 


OO ce) 
Q = | je 2e C4) cos bx.ydydx 
Le) Le) 


devient, quand on effectue d'abord lintégration relative 


à V', : 
ae] ® cos bx.dx 
o 1 + x° 
Si lon intégrait d'abord par rapport à x, on aurait, 
par Ja formule (#\, 


or f ee Criarmrze fe) a. 
2 (e] 


0 
« 


Maintenant posons 


Lu terra d'ou (Ne 408, 
2Y NOR 


I f 
À — — d rt A 
“A É Ce Sa Ver + . 


les limites de la nouvelle variable {, correspondant à 


FX ,)—0, seront {+ ,i——< , et il viendra 
02 ON IN t 
0er ee (r+ dt 
2 oo V2 + ab 
Ti, 4 ju Aer” | Mer lat 
EN en a ——— 
2 2  } — ARTE 2b 


Or, l'intégrale qui subsiste dans le dernier membre de 
Péquation précédente est nulle pour # > 0; car, d’une 
part , le facteur qui multiplie e-dt sous le signe / 
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est numériquement < 1, en sorte que la portion de l’in- 
tégrale comprise entre les limites o, © , a une valeur nu- 
mérique, fine, <2:j/7; et cela posé, puisque tous les 
éléments de l'intégrale changent de signe avec #, on a 
ruse mardi ‘o e—tdt ONCE DCR 


a Free —= — 0, 
Es V4 26 SE 6 V2 + ob ne © Ver 20 
Donc, pour b>0o, 
© cos bxdx TT 
el a fat (2) 
O I + x° 2 


On doit remarquer cet artifice d'analyse qui consiste 
à évaluer une intégrale simple par la comparaison des 
deux résultats qu'on obtient en intervertissant dans une 
intégrale double l’ordre des intégrations. 

Si l’on remplace dans l’équation (/) x par #x et b par 


—, on aura 
m 


SL: LEA m 
1+n°x° om ARE 0 


* cos bxdx TAN 
+ 
et en faisant maintenant 2—0, on en conelura comme 
précédemment, pourvu que b ne soit pas nul, 


CO 
h cos bxdx —= 0. 
[0] 


ne ; x 
Si l’on remplace dans l'équation ({) æ par — et d par mb, 
Fra 


il viendra 


a — mb, 


come D 


o M +x° 2m 


d'où, en différentiant par rapport à b, 


©rsinbrxdx T ' 
RER à Me, 
o M +x° 2 


Dans le cas où le paramètre 4 serait négatif, la même 


fé © cos bxdx T 


analyse conduirait aux formules 


[. cos bxdr sur [. © xein bxdx 
\ O 


em"? 


LE MUR be e”b 


o M°'+x° 2m 


me 


Mm° + x° a 
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* CHAPITRE XI. 


DES INTÉGRALES DÉFINIES, CONSIDÉRÉES COMME FONC- 
TIONS DE PARAMÈTRES VARIABLES. — FONCTIONS 
EULÉRIENNES. 


412. On peut poser 
[LE Jeaye=re, (x) 


et la fonction F ainsi définie constitue une transcendante 
nouvelle si l'intégrale définie qui figure au premier 
nombre de l'équation ne peut pas s’exprimer algébrique- 
ment, ou par le moyen des transcendantes dont on a 
dejà des tables, soit pour des valeurs quelconques des 
limites &,4,, soit du moins pour les valeurs spéciales 
attribuées à ces limites. On peut toujours calculer nu- 
mériquement, avec une approximation indéfinie [320|, 
les valeurs de Fx pour chaque valeur de x, à moins que 
la fonction f (x,x) ne passe par l'infini dans lintervalle 
des limites de l’intégrale. On peut aussi soumettre la 
fonction Fx à la différentiation ou à lintégration par 
rapport à x, en différentiant ou en intégrant sous le 
signe /, sans qu'il soit besoin d'effectuer l'intégration 
relative à la variable auxiliaire «. 

Les transcecdantes dont il s’agit ici, supposées irré- 
ductibles, sont d’un ordre plus élevé que les inté- 
grales 


if. fxdz, | (2) 


La 
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supposées pareillement irréductibles. En effet, le carac- 
tère essentiel de ces dernières transcendantes est d’avoir 
pour dérivées des fonctions /x qui s'expriment algébri- 
quement, ou qui sont composées des transcendantes élé- 
mentaires dont on a des tables, tandis que la dérivée 
F'x a une expression 


L'SEE da 
? 
æe 


dE 


de même nature que celle de la fonction dont elle dérive. 
Si la fonction F'x pouvait s exprimer sans le secours du 
signe d'intégration définie, on devrait mettre l’expression 


de Fr sous la forme 
[Faux 


et alors elle sortirait de la catégorie des transcendantes 
(1) pour rentrer dans celle des transcendantes (2). 

Une fonction qui dépend de plusieurs quantités peut 
se ranger parmi des transcendantes de diverses catégo- 
ries, selon que l’on prend pour variables telle ou telle 
des quantités qui entrent dans sa composition. Par 
exemple les fonctions elliptiques de première et de se- 
conde espèce appartiennent à la catégorie des inté- 
orales (2), si l’on y considère Îe module comme constant 
et la limite supérieure d'amplitude comme variable; et 
elles rentrent au contraire dans la catégorie des inté- 
grales (1), si l'on y considère les limites d'amplitude 
comme toutes deux constantes, et le module comme une 
grandeur susceptible de varier sans discontinuité entre 
les limites o, 1. 

413. La fonction f pourrait passer par Pinfini, dans 
Pintervalle des limites de l'intégrale, sans que la fonction 
Fx cessät d’être continue; et si, pour une certaine va- 


> 
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leur de &, f (x, x) passait brusquement d’une valeur finie 
à une autre, la fonction Fx n'éprouverait pas en géné- 
ral de solution de continuité. Ceci est une conséquence 
des premières notions de la théorie des quadratures, 
sur laquelle 1] n’est pas nécessaire d’insister. 

Réciproquement , la fonction F peut éprouver des 
solutions de continuité pour des valeurs de æ qui 
ne rendent pas discontinue la fonction f. Soit par 
exemple 


Fr = jai UE da, 

& 9 , | 
on aura pour les valeurs positives de x [407|, Fr —:r, 
et pour les valeurs négatives de la même variable, 
Fx—— 1x. En conséquence, pour x—o, la fonction 
Fx passera brusquement de la valeur 2x à la valeur 
— 57, quoique cette valeur de x ne rende pas discontinue 

ax 


: Sin 
la fonction 
Œ 


. De même, si l’on posait 


Lacets. 
& Sin GX 
he ———— da, 
o 1+u 


on aurait [411] Ft—jire ”, ou Fx—— re", selon 
que la valeur de x serait réputée positive ou négative, 
et Fx éprouverait le même changement brusque dans sa 
valeur. 

On en conclut que l’équation 


1 sin AT Fe (3) 
O 


(e 4 


. / Je \ 

a pour lieu géométrique le système de deux- droites 

MN,M'N’ (fic. 91) parallèles à l'axe des x, qui s’éten- 
) PL ’ 

dent à l'infini, lune du côté des x positifs, l’autre du 

côté des x négatifs, et qui s'arrêtent brusquement aux 

points où elles rencontrent l'axe des y. A l'abscisse o cor- 
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respond d’ailleurs la valeur y —0, c’est-à-dire la moyenne 
des ordonnées OM —:7x,OM'— —-:7. On reconnait l’a- 
nalogie de ces résultats avec ceux du n° 113, où la va- 
leur de y se trouvait-exprimée par une série infinie, au 
lieu qu'ici elle se trouve exprimée sous forme finie, par 
le moyen d’une intégrale définie. 

Ceci fait comprendre comment les intégrales définies, 
où la variable entre comme paramètre, peuvent être 
propres à représenter des fonctions discontinues, et 
comment le progrès naturel de l'analyse doit les amener, 
dans le traitement des questions qui supposent, comme 
condition essentielle, la discontinuité de certaines fonc- 
tions. [/emploi des intégrales définies offre alors cet 
avantage sur celui des séries, qu'on peut aisément faire 
subir aux premières les combinaisons et les transforma- 
tions analytiques, de manière à reporter à la fin des 
calculs l'opération de quadrature arithmétique dont le 
signe d'intégration définie est l'indice, ou à éluder cette 
opération, quand elle n’est pas essentiellement inhérente 
au problème. 

414. On tirerait de l'équation (3), par des transfor- 
mations convenables, d’autres formules appropriées à 
d’autres cas de discontinuité. Soit, par exemple, la 


fonction 
® sin & COS ax 
Fe ja ANR 2 (4) 
re 0 x 
on a 
sin &@ cos ax — > [sin(1 + x) +-sin(1 —x)a|, 
d’où 
1 (© sin(r+ xx 1 f°sinm(i— xx 
me Ja à —_— da. 
J TA & ae 2/0 œ 


Or, d’après ce qui a été prouvé, l'intégrale 
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Je sin (1 + x)x 4 
(eo) Le 4 


se réduit à £rpour æ >—1,età — 7 pour x < —1; de 


même l’intégrale 
se 
Sin — LA 
J sn(r—za, 
O © 


se réduit à+r pour x < 1 età — £r pourx > 1:ilen résulte 
que la valeur de y est + 7% quand x est compris entre 
—r et — 1, et que y devient nul quand la valeur de x 
tombe hors de ces limites. Par conséquent, si l’on prend 
OP—OP—1 ( fig. 92), PM—PM— 7, le lieu de l’é- 
quation (4) sera formé de la portion de ligne droite 
MM" parallèle aux x, et des lignes droites PX, P'X’ 
limitées aux points P, P°, mais indéfinies dans l’autre 
sens. 


415. De semblables solutions de continuité ont lieu 
pour des intégrales définies qui se déduisent d’intégrales 
indéfinies dont on a la valeur algébrique. Considérons 
notamment la fonction de x exprimée par 


T sin ad 5) 
Y — Rp nn me er 
(e) V1 — ax cos à + x? ( 


le radical devant rester positif dans toute l’étendue de 
l'intégration : on a 


sin ada Le 

— VW 1—o0x cos a+ x2 + const. 
Vide re TL 

Aux limites «—o, a—r, le radical devient}/f1_x}, 


LV'Oi+z) ; et comme :1l doit toujours être pris positive- 
ment, nous en conclurons 


; : LA 
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Do Le s 
V2 =+E(1—x), selon que x Po 


Vatz»=—ÆE(itx), selon que & © —1; 


d’où 


L'ÉRA ZE — — 


En conséquence, le lieu de léquation (5) est forme 
(Jig. 93) de deux ares MN, M'N° d'hyperboles équila- 
tères, et d’une portion de ligne droite MM’, parallèle à 
l'axe des x. 

Dans ce cas, les solutions de continuité que la fonction 
y éprouve pour Æ—1, X——1, ne sont que du second 
ordre : sa dérivée 

sina(cosa— x 
D = (x  , de 
éprouve, pour les mêmes valeurs de x, des solutions de 
continuité de premier ordre, en passant brusquement 
de la valeur —2 à la valeur o, et de celle-ci à la va- 
leur 2 


Fonctions eulériennes. 


416. Dans la catégorie des fonctions qui nous occu- 
pent rentrent notamment deux espèces remarquables 
de transcendantes auxquelles Legendre a imposé le nom 
d’intésrales eulériennes, en mémoire du grand géomètre 
qui en a étudié le premier les propriétés, et dont les im- 
menses travaux ont donné tant d'extension à toutes les 
branches de l’analyse. Les transcendantes eulériennes 
de première espèce sont données par l’intégrale 
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fe — a) —"a/— "da, (æ) 


2” 


qui devient 
a pr —"df 
rs pe 
o (+) 
PL 
1 + L 
et nous les désignerons par le symbole (x}7). Les trans- 


quand on pose 


cendantes eulériennes de seconde espèce sont données 


f. "(8 =) de, 


qui se transforme en 
we) 
fa etes, 
O 


log = —P; 


2° / 
pai | intégr ale 


lorsqu'on fait 


et nous les désignerons, d’après Legendre, par le sym- 
bole x. Il convient de considérer en premier lieu les 
transcendantes eulériennes de seconde espèce, qui sont 
les plus simples, puisqu'elles ne dépendent que d’une 
seule variable. 

417. L'intégration par parties donne 


Je ePft+x fer dp, 


11 * pda, e-tf- "dB, 


(x étant supposé positif), ou bien 
Tx +i)=axlr; (a) 


d’où 


formule qui exprime la propriété caractéristique de la 
fonction Tx, et en vertu de laquelle cette fonction sera 
connue pour toutes les valeurs positives de x, si l’on a 
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une table de ses valeurs entre les limites x —0,x— 1; 
ou plus généralement entre les limites 3—i, x —i+1, 
à désignant un nombre entier et positif quelconque. 
Legendre et M. Gauss ont en effet calculé, pour l'usage 
des géomètres, d’après des formules d’approximation qui 
ne peuvent être détaillées ici, des tables de la fonc- 
tion Fr. 

On a 


r)=f  erdt=s; (a) 


et de la comparaison de cette formule avec la précédente 
on conclut 

es AD ON IN LES à 
& désignant un nombre positif entier. 

Les produits de facteurs équidifférents 
dx +h)(x + 2h)(x+3h)..., 
ont recu les noms de /actorielles et. de facultés numé- 
riques, à cause de leur analogie avec les puissances. Par 
un changement de variables on les ramène très-aisément 
à dépendre des factorielles plus simples 
se LUN À 

qui ont un rôle si important dans la théorie des combi- 
naisons et des chances. La fonction continue x se con- 
fond avec une factorielle de cette forme, toutes les fois 
que x passe par une valeur positive entière; et en con- 
séquence la table des valeurs de la fonction Fx peut être 
considérée comme une table d’interpolation entre les 
factorielles [2 1 |. 

Les équations (a), (a,)donnent F(o)}—+ :ainsi la courbe 
y=Tx a pour asymptote l'axe des y. À partir de x—0, 
la fonction Tx va en décroissant jusqu'à une certaine 
valeur de x que l’on trouve égale à 1,46163....; elle 

TOUTE 13 
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croit ensuite jusqu'à 4—2 ; d’où il résulte clairement, 
à cause de l'équation (a), que, pour les valeurs supérieures 
de x, elle doit croître indéfiniment et rapidement avec 
cette variable. i 

Pour les valeurs négatives de x, la fonction 


20 
lx =} er PB 'd6 (8) 
À | 
n'a plus de valeurs assignables, et l’équation LS, n'est 


plus applicable. 
418. Changeons dans l'équation (6) $ en ma:il 


viendra 
F4 Ur 
AS ropntel à Le rem (è) 
o m° 


Écrivons dans cette dernière formule x+y au lieu de 
x, 16 au lieu de » : nous aurons 
li e-tétgeregn = IC) 
0 (++ 
Multiplions les deux membres par 8?" 4d£, et inté- 
grons par rapport à $ entre les limites 0, w : il en ré- 
sultera 


Re ne DRE : Ca 
er G+Baurtr 1 (9) dbda=1 en], G+By -(6) 
) 0 I È 


Or, on a par la formule (6) 


RP A di Li 
fe rera=ts 


en sorte que le premier membre de l’équation (6) de- 
vient, après qu'on a effectué l'intégration par rapport 


à P, 


©O r : =») 
| J. ne eat da=Pyf. eo DEA 
AE 7 o 


Donc l'équation (6) donne 


= Gr-rdB 
Le Ly = (x +7). a+? (7) 
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et si l’on pose x+y—1, l'on aura 


| © PrTid 
DE) = Tr). f, e 0 4 


ou bien, en changeant y en x, et en remarquant que (1) 
se réduit à l’unité, 
2 ue 
rs 0Niebf bu 
x .T(1 — x) 2 (era Ù 
ou enfin, d’après la formale (4) du n° 406, 


(e) 


Par cette dernière formule on calculera la table des va- 


T 


Tr. T(i— x) — Apees 


leurs de la fonction Tx entre les limites x—0, x—+, 
quand on aura la table des valeurs de la même fonction 
entre les limites 2—= 7, 4 — 1. 

Pour x—+, la formule (c) donne 


Ff=T, ou FÉ= vx; (c,) 
mais on a 


= eV Rd af e-°dt, 


ce qui fournit une nouvelle démonstration de la formule 
(a) du n° 4o5. 

419. D'après la définition de la fonction eulérienne 
de première espèce, l’équation (7) peut s’écrire 

i LR ù 
Co em d 
Cette formule fondamentale, due à Euler, et dont nous 
venons de reproduire la démonstration donnée par 
M. Poisson, ramène au calcul de la table de la fonction 
rx, celui de la table à double entrée | 116] qui donnerait 
les valeurs de la fonction (x|y), pour les valeurs positives 
des variables x&,y7. On en conclut 
(a) = (ie): 

ce qui résulte d’ailleurs directement de ce que l'intégrale 


Ho. 
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(«) ne change pas de valeur par le changement de 4 en 
[—0. 
On en conclut encore 
(x + 2ly). AT A 

(xlz) T(x + 2) —Tx.lz, 
z désignant une variable positive, aussi bien que x et y; 
et de là on tire 

L RÉAL 1 AN D: 


| 
(x + 2lr). (x) = D +) +2) 
ou bien, en raison de ce que le second membre de l’é- 
quation SÉédènte est une fonction symétrique des va- 
riables x, 7,2, 
(x + 2ly). (al) = (y + 4x). (rie). 
De la combinaison des formules (c) et (d), il ré- 


sulte 
T 


: 7 +h) — sinrx 


Faisons dans l’intégrale(a)y—x,a— (10): nous 
aurons | 


QT 
(TRE nn | Gr — ©)" "do = | (1 — w°)"— "do ; 
et si l’on remplace maintenant 6 par L/ 4, il viendra 
(ax) EE 5 (1 — ) nt PRE (z à 
7 D2t—1 ‘À 7 D2t—1 


En vertu des équations (d) et (c,), cette dernière for- 
mule est identique avec la suivante 


r(æ+ D VAE He 


D 
On en conclut, pour un nombre entier ë, 
% .2.9...(21—1 
(+ NE. rep) Mes .1.3.3..(27—1), 
2 


aÙ n-1u0.3.(emt) 2 


A 


d’où 
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SE CNE AICES :). 


420. On a identiquement 


LE En-r(1 — EVE sf. Fu, Emi nd, 
Jee—easf fem an, 


l'intégrale double du second membre s'étendant à toutes 
les valeurs positives des variables Ë,n qui vérifient 
l'inégalité 

Etn<r. (8) 
Mais l'intégrale simple qui figure au premier membre 
de l’équation n’est autre chose que la fonction (x|8— 1 ): 
donc, en vertu de la formule d’'Euler, et sous la condi- 
tion exprimée par linégalité (8), 

© de Ta.T(r + $) la.T8 
RE EL En) FO ap; 

Posons 


Re NUE 
PORC) 


il viendra, en conséquence de cette formule, 


ahq8 Ai à 
[fer drdr © b1 . ner 
pg TGi+a+ph) 


ou bien C "à © 
TOR += + ch 


la double intégration devant pate à toutes les va- 


ANNE ms 15 de EN (e) 


leurs positives de x, y qui satisfont à l'inégalité 


COR 
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Les constantes «, 6,a,b,p,q sont supposées positives. 
Si, pour fixer les idées, et aussi pour prendre le cas 
susceptible de l’application la plus fréquente, on fait 
P—q—2; on aura, en étendant la double intégra- 
tion à la totalité de l'aire limitée sur le plan xy par 
l’ellipse 
mp 
fai (474 


et en quadruplant pour cette raison la valeur du second 
(91 
2 2 


Cette formule reproduit l'expression connue de l'aire de 


—= 1, 


membre de l'équation (e), 


JJ LOT Idrdy ab": 


l’ellipse, lorsqu'on prend a—g—1. 

421. Soit maintenant un nombre x de variables 
x,7,2 ete., et désignons par /() une intégrale multiple 
d'ordre x : admettons que l'intégration multiple s’étende 
à toutes les valeurs positives de x,y,z,ete., qui satisfont 
à l’inégalité 


DE 
FN ECRIRE eRCACIT 
a b z 
2 2 Re de 
LT RE et dx Une... 


oo. 
Pr Afin pe 


Cette formule bien remarquable, dans laquelle équation 


on aura 


(f) 


(e) rentre comme cas particulier, a été donnée par 
M. Dirichlet; et l’artifice ingénieux de calcul, qui lui 
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sert à l’établir, a l'avantage de s'appliquer à beaucoup 
d’autres intégrales (1); cependant, nous préférerons le 
tour de démonstration suivant, employé par M. Liou- 
ville. 

D'abord, au moyen d’un changement de variables, tel 
que celui qui a été pratiqué dans le n° précédent, on 
remplace la formule ( f ) qu'il s’agit de démontrer, par la 


formule plus simple : 
à né Don EU AE , Ca.T6.r 
SE nbtrs…. dédndt… ARE É Er) (o) 
l'intégration multiple devant s'étendre à toutes les va- 
leurs positives des nouvelles variables £,n,6, etc. propres 
à vérifier l’inégalité 

E + n +Ü+etc. <1. 
Substituons pour un moment à cette dernière condi- 
tion la condition plus générale exprimée par liné- 
galité 

Et n+C+etc. < 06, 
0 désignant une quantité positive quelconque ; et posons 
en premier lieu 

NV fente: didn, nécpine 0 
il s'agira d'obtenir la valeur de l'intégrale V. 
Soit 
EU, Y—UI—NY): 

les limites de lintégration, relativement aux nouvelles 
variables u,v, seront respectivement 0,6; 0,1, et ül 


viendra | 364] 
ff, pete due = Va. ré f, paré du. 
T(æ+-f) 


Posons maintenant 


(*) Voyez le Journal de mathématiques de M. Liouville, tom. IV, 
pag. 104 et 225. 
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V=ffe ni dédndé, Et+n+C<d, 0— En: 


on pourra écrire 


15 SEA I () : 
mi sh ni gent Qi dEdnd. 
(0) O0 720 


Mais l'intégrale double 


À M artanar 
O O 


2 « e fUA 
a pour valeur, d'après ce qui précède, 


TÉ.Ty f _ 
LE = rd ; 


sf fe Ke 
NV — By: du d 
TU+ LA. 


Enfin l’on a, toujours d’après le calcul précédent, en re- 


donc 


mettant pour n, sa valeur, et en désignant par u, une 
nouvelle Farine 


La. IE +7y) À 
arts Ju dé — a+8Ht—idu, ; 
Das ee one De D w ë 


par conséquent 
RTE “fe PES QUE 
T(a+-8 + Y) 

Si lon fait présentement 6— 1, on tombe sur la for- 
mule (@), restreinte au cas de trois variables; et comme 
l’analyse dont on a fait usage s'étend visiblement, par 
un calcul de proche en proche, à un nombre quelconque 
de variables, il en résulte que la formule (+), et par suite 
la formule (f), se trouvent établies dans toute leur 
généralité. 

422. Remplaçons dans la formule (b), x—1 pi n et 
« par + : elle deviendra 


J, De TR nat À (g) 
p: m 


ce qui donne, pour le cas de » entier positif, 
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2 
j. I IE = on. 
ainsi qu'on pourrait le déduire de léquation (a) du 
n° 313, en y changeant a en —7n. 

Posons dans la formule (2) m—a+by/—5,a dési- 
onant une constante positive, et mettons pour l’expo- 
nentielle imaginaire sa valeur en sinus et en cosinus : la 
formule deviendra 


_ 


È N y— AT ET NUE T(2 4e 1) 
jh A OT peste 
ou bien, si l’on fait 


2 2 2? b 
a+ b?—=p", = tang ); 


à ae "(cos bx — V5 .sin bx)dr 


r 
= ES [cos(n + 1) — 1/25. sin(r — 1]. 


Cette dernière équation se décompose en deux autres 


f. ae %* cos dx. dx — tra) 
O 


DE .Cos (nr + 1}, 


co [A 
l. ae %sin dx. dx — D ir (a + 1); 


et dans l'hypothèse 2—0, celles-ci reproduisent les for- 


mules ( f) du n° 407. 


RE MOSS LAR VER LUE LL S LUE RE LR LE Q/R LED LE N L'OR LUE LOS LUR GER RER LL /R LL 


“CHAPITRE XII. 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES TRIGONOMÉ- 
TRIQUES. — THÉORÈME DE FOURIER. 


423. Désignons par y une fonction périodique de x, 

de la forme 
YA, sinx+ A,sin2x+ A, sin3x+...+A,sinnx: (1) 
chaque coefficient A; étant indépendant de x. Représen- 
tons par fx une autre fonction de x qui peut être mathé- 
matique ou empirique, continue ou sujette à des solutions 
de continuité d’un ordre quelconque : on demande de dé- 
terminer les z2 coefficients A;, de telle sorte qu’on ait 

—/fx pour ces x valeurs particulières A ES 

T 2T 37 "er 


Le 
comprises entre æ—0,1x—"t. En d’autres termes, il faut 


NL —— ss — 
n +I HT n + 1 n +1: 


j21] que la courbe représentée par l’équation (5) ait 
avec la courbe y —fx, n points communs , correspon- 
dant aux abscisses (2). 

Appelons y,,7:,Y3,... y, les ordonnées de ces points 
communs : on aura pour déterminer les coefficients À; 
les » équations 


de AE At 2T Are nT 
Fra = Tr RD LOUE Here 
2T AT 2nT 
— À nl 
ir A nrrer + À ,sin NTES +...+A,sin ma (3) 


Queue. esse Sr eee, 6" "ele Un arr ra a hs even) ns D oo ts s1e 61e «01678 eue nas 


+... ASE | 
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Si on les ajoute, après les avoir multipliées respective- 


ment par 
à ÎT PME TZT OUT 
2 sin 9 26IN———,,..25sin : (4) 
n+Ii n -+I n + 
l’inconnue À; aura pour multiplicateur 
. TT l'OMALT io ET NAT He 
2sIn .Sin 2 sin .sin 113 
n +1 n +1 n+I1 n+1I 
Eu niT "OnLT 
.+2sin . Sin ) 
-n + 1 n +1 
c’est-à-dire la différence des deux sommes 
& — EE 2€ em (11 (air 
E +-COS -——— +-co —-...—+4-cos —D, ; 
+ 1 n+I S 
Mo 2(? 2(2+i)r n(e n(é+i)r À ) 
1 -COS "À" COS —— 2 +... COS ——"—S$, .\ 
ñn +I n + I n +1 


Soit, plus généralement, 
COS U + COS(u + v) + cos(u + 29)...+ cos(u + nv) —S : 
on trouve, par un calcul semblable à celui du n° 406, 
LES cos(u—v)+ cosu + cos(u + nv)—cos[u+ (7 +1)1] 
Fa 2(1— cos p) 
et pour 4 —0, 
Fuel É n COS AV — COS(R - |. 
2 1 — COS v 
Si l’on fait maintenant 
(TE ir 
RH t 


(UE 

on aura 

COS(n Hi #1, cosnv — cosy, 
selon que (Ki) sera un multiple pair ou impair de 
7% : ainsi, dans l’un et dans l’autre cas il viendra 

COS nv — cos v.cos(n + 1)9, S—2[1—cos(n + 1)v], 

et par suite 
S, —;{t—cos( — im], S,—11— cos(é +ilr]. (S') 


Tant que l'indice rest différent de #, les nombres #’—?, 
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Hz sont pairs ou impairs en même temps ; on à 
S,—S,—o; de sorte qu’à l'exception de A;, tous les 
coefficients À disparaissent de la somme des équa- 
tions (3), multipliées respectivement par les facteurs (4). 
Pour?’ —1,0on a, en vertu de la seconde équation (S"), 
S,— 0; la première équation (S”) devient illusoire parce 
qu'on ne peut pas supposer l'angle v nul dans la valeur 
de S d’où cette équation a été déduite : mais dans ce cas 
la première équation (S) donne directement S,—7+- 1. 
En conséquence de toutes ces remarques on a pour 
déterminer la valeur du coefficient A; l'équation | 


2 MNT (VTT .  nit 
A ,— AT Cr. ss nr el LU ELE LU eut =) 
et pour résoudre la question proposée il suffit d’attri- 
buer successivement à £ les valeurs 1,2,3,..,n. 
424. Plus le nombre n est grand, plus la courbe défi- 
nie par l’équation (1) a de points communs avec la courbe 
y —=fx, dans l'intervalle des abscisses x—0, x —r. 
Donc à la limite (2— ) les deux courbes coïincident 
pour tous les points compris entre ceux quiont pour abs- 
cisses les valeurs précitées. Or, à cette limite, la somme 
qui exprime la valeur de A; se change en une intégrale 
définie ; et si l’on fait 
Ad T 


Sri n—+I 


4, r=f}%, 
il vient 
AE fe sin &.f dé, 
et par conséquent 
12 =. ÿ.sin if” sin 4. f &de, (a) 


le signe X indiquant que l’on attribue successivement à 
{ toutes les valeurs entières positives, depuis l’unité in- 
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clusivement jusqu’à l'infini, et qu’on prend la somme de 
tous les termes ainsi obtenus. 

La démonstration que nous venons de donner de la 
formule (a), appartient à Lagrange : elle se rattache à 
la théorie de linterpolation , comme celle dont nous 
avons fait usage [98] pour établir la série de Taylor, et 
par suite celle de Maclaurin : et il convenait d'arriver par 
une même méthode à ces formules capitales pour le dé- 
veloppement des fonctions en séries ; mais il reste en- 
core à prouver que la série exprimée par le second 
membre de l'équation (a) est toujours convergente, 
quelle que soit la fonction /, sujette ou non à des solu- 
tions de continuité, pourvu seulement qu’elle ne de- 
vienne pas infinie entre les limites 7—0o,x—x+. La 
méthode que nous suivrons pour établir en toute rigueur, 
et sans restrictions inutiles, cette proposition essentielle, 
uous fournira en même temps une nouvelle démonstra- 
tion, et même, sous certains rapports, une démonstration 
plus directe de la formule (a). 


425. Cherchons la limite vers laquelle converge l’in- 


v Sin {0 
- do , 
mn Sin 


quand on prend pour z un nombre positif de plus en 


tégrale 


: I . 
plus grand. A cet effet, remplaçons £ par —, e désignant 
€ 
un nombre positif qui converge indéfiniment vers zéro, 


Gt) : ë 
et posons - — 6 : il viendra 
€ 


Y sin 76 : € | 
“ do — se: sin 0200 (w) 
u sin® & sin ef 


Mais, quand on traite & comme un nombre infiniment 


206 LIVRE V. — CHAPITRE XII. 


€ RUE 
petit, le facteur — à s'évanouit, à moins que sin eû ne 
sin 


soit en même temps infiniment petit, auquel cas 
e '. 
RS (ET y 
sin €Û û 
donc, à la limite, on peut remplacer l'intégrale proposée 
par 


y 


-sin 0 
fe 4. 


Or on a [407] 


Maintenant si y et y sont des nombres positifs, et si & est 
un nombre très-petit, les deux intégrales du premier 
membre de l’equation précédente sont l’une et l'autre à 
très-peu près égales à 2x : donc leur différence, ou l’in- 
tégrale proposée (w), est à très-peu près nulle, et à la 
limite (:—% ) elle s’évanouit rigoureusement. 

Par la même raison, dans le cas où l’on aurait u—o, 
y conservant d’ailleurs une valeur positive quelconque, 
(w) prendrait, à la limite, la valeur + x; enfin, si u dé- 
signait un nombre négatif et y un nombre positif, l'in- 
tégrale (6) convergerait vers la limite +. 

En conséquence, et comme on suppose que la fonction 
f reste finie entre les limites de l'intégration, il arrive que, 
pour des valeurs positives de #, de plus en plus grandes, 
correspondant à des valeurs positives de «, de plus en 
plus petites, la limite vers laquelle converge l'intégrale 
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fre ae Sr DT 


est zéro si les nombres w, v sont de mêmes signes et 


différents de zéro. Elle devient + x/(0) si le nombre y est 
zéro ; et enfin elle prend la valeur x/{(o) quand les nom- 
bres 4, y sont affectés de signes contraires. 

Dans cette dernière hypothèse, si la fonction fo con- 
vergeait vers des limites distinctes / (o), /,(o) selon quew 
convergerait vers zéro en passant par des valeurs néga- 
tives ou positives; ou, en d’autres termes, si la fonction 
fo passait brusquement de la valeur fo) à la valeur 
(0), la limite rf(w) se trouverait remplacée par 
2 x [A(o)+A(0)] 

Après avoir ainsi déterminé, dans tous les cas, la va- 
leur limite de lintégrale (Q), nous passerons au théo- 
rème en vue duquel nous avons cherché cette limite , en 
suivant, pour cette dernière partie de la démonstration, 
une marche indiquée par M. Dirichlet ("). 

426. La fonction 


Sy? |sin 2 T FE sin 6dé + sin 2x FE sin 2ËdE +... 
O O 
. + sin x Cf sin £a ‘ 


ou la somme des z premiers termes de la série (a peut 
se mettre sous la forme 


a es sin æ sin € + 2 sin 27 sin 26 +. . + 2siméivsin#] 


g. fr id 1+cos(x—Ÿ)+cos2(x—{)+..+cosi(x—{) | 
LE +cos(x+-Ë)+cos2(1+4-À) +..+cosi(x+-6)] 


D'après les formules du n° 423, on a 


(*) Journal de math., de M. Crelle, tom. IV, pag. 166. 
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1 + cos(r Hi) + cos2(r HE) +...4+cosi(r HE) 
kan É cos{x HE) —cos(i+ 1) +1 


2 1— Cos(x EE) 
2. 2 bete sin(z +) LE L 
TS si sin+(x Lt) 


en sorte que la sommes, devient 

F sin (+ D (xt) _. sin (i+> D) (x sin(i+)(x +È) ; 
2T sin +(x—f) UE fes sin+(r+-6) - 
Faisons dans la première fée x—Ë— 92%, et dans 


la seconde x+E 


— 26, d’où 


% 
Re x sm(aiti)e, 
né A lo tive 


2 sin 21 I pr: 
Ja mic: sin u) 


Nous admettons que æ tombe entre o et +, d'ou il suit 
que les deux limites de la seconde intégrale sont positi- 
ves, et que la limite inférieure de la première est néga- 
tive. Dès lors, en vertu du lemme qui fait l'objet du 
numéro précédent, la seconde intégrale est nulle pour 
i—0 . D'ailleurs, quand on fait o—0 dans la fonction 
f(x—2w), elle se réduit à fx : donc la limite vers la- 


UE PA. I 
quelle converge la première intégrale est #; zfx. Donc 


le second membre de l'équation (a) est une série conver- 
gente qui a pour somme fx, sous la seule condition que 
la variable x reste comprise entre o et x, et que la fonc- 
tion fx ne devienne point infinie dans cet intervalle. 
Si la fonction passait brusquement , pour la valeur a, 
d'une valeur finie à une autre, la valeur de la série (a) 
serait la demi-somme des deux valeurs que prend alors 


la fonction /|38]. 
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Il faut encore assigner les valeurs de S; pour les va- 
leurs extrêmes de +, savoir o et x. Or, on a, pour x—o, 


S—" as) SEE sin(ai tie, for sin( HÉRURe. 


SIT Sin U) 


et pour Æ—T, 


Cr rs 1) , sin(22+-1)u 
s-—? fra Sin w ÿ Je os) SIn w 4 


_. ft 7 04 sin(22+-1)e ® 7 ALAN Donne. 


Sin w sin 


| 


quantités identiquement nulles, quel que soit z. 

427. Le second membre de l'équation (&)est une fonc- 
tion périodique de x, tandis que rien n'assujettit fx à 
être une fonction périodique. En conséquence, lorsque 
fx ne s’'évanouit pas pour x —0 et x —+, la courbe qui 
a pour ordonnée 


2 PE 0 Des + 
Sniaitne ; ë 
= = X.sin it à sin &#. dé, (b) 


TC 

est formée d’arcs disjoints, alternativement reportés de 
part et d'autre de l'axe des x ( Jig. 94). Pour les abscis- 
ses des points de disjonction , l'équation (5) ne donne ni 
l’une ni l’autre des deux ordonnées OM, OM, égales et 
de signes contraires, mais la demi-somme de ces or- 
données, c’est-à-dire 0. 

428. Exemples. l'E Te 

= x no: æ —+sin 2% + +sin 27 — > sin 4T + ete (6) 
formule déjà trouvée [113]. À cause que la ARE Lx 
est impaire aussi bien que sin zx, l'équation (6) sub- 
siste , non-seulement pour les valeurs de x comprises 
entre o et r, mais encore pour celles comprises entre: 
—reto. 
Dar 1/4 
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an fe cos 2% : 

cosæ—?| (7 +3 )sin 2x +- G + ;) sin 4x + G +2) sin 6x +- etc 

TDAQUE ÿ 3 5 5 g' 

3° Supposons enfin que fx soit égale à x entre les li- 
mites o,=7, et à r—xentre les limites 2x,r; de manière 
à représenter l’ordonnée d'un triangle isocèle, ayant 
pour base rx et pour hauteur <r: on aura 


[sin ÎE. fédE — [sin 3 + [sin 8. (65, 
O 4 O Pa 


et la formule (5) donnera 
7" (sina— “ sin 3x +- Pain DL En TX +- ete. ). 
T #4 Di h 2 7 2 

429. Si l’on savait à priori qu'une fonction fx peut 
être exprimée, entre les limites 0,7, par une série con- 
vergente de la forme 3. A; sin #x, il suffirait d’un calcul 
bien simple pour déterminer les coefficients A;. En effet, 
de l'équation hypothétique 

fx = A, sin x + À 4sin 27 +...+ A;sin ir + etc. 
on tire | 

sin 4#.f6dé— À, sin & sin dE + A, sin & sin 25€ +... 

... + A;sin?#dé + etc.; (7) 
et puisque cette équation subsiste, par hypothèse, quel- 
que valeur que prenne & entre les limites 0,7, on a, en 
intégrant entre ces mêmes limites, 


‘f rs EE À, [. at cE sin EE + À Le 6 A AN 
e) Jo () 
+ Auf sin? itdE +- etc. 
Q 


D'un autre côté 
J'sin & sin dE + f cos(i—d'}kdé — + [ cos(i + 1’)Ède 
__sin(i—#*À sin(i+7} 
MeV ——" (ro +- const., 
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expression que rend nulle le choix des limites 6,7, tant 
que les nombres entiers #, # diffèrent lun de l'autre. 
Pour 45’, il vient [402| 


ete res 
sin? Æde— - 7". 
le) #3 


En conséquence, le second membre de l'équation (7) se 
réduit au terme affecté de A;,et l’on en tire 


DRE 
A; - }7 sin &./fEéd, 
T O 


ainsi que mous l'avons trouvé par un calcul plus com- 
pliqué. Mais, selon la juste remarque de M. Poisson, la 
méthode donnée en dernier lieu repose sur une hypo- 
thèse qui a besoin d’être démontrée, et qui consiste à 
admettre qu’une fonction quelconque peut se développer 
en série convergente, dont les termes procèdent suivant 
les sinus des multiples entiers de la variable. 

430. Nous pouvons maintenant, par un changement 
de variables, modifier la formule (a), dé manière que la 
formule transformée subsiste pour les vaieurs de la va- 
riable comprises entre des limites quelconques, autres 


[dl 


; Rite: | TL ur 
que o et x. Ainsi, en remplaçant æ par Fu et € pat par 


nous aurons 


TX 2 .… 'inx [a "ire TE’ 
% —-Z.sin-—f sin, f{ — }4!. 
a a A6 a a 


Mais rien ne s'oppose à ce qu'on supprime les accents 


des variables +’, €’; et puisque la caractéristique f dé- 
signe une fonction absolument arbitraire, 1} est permis 


. . RTL L . 
d'écrire fx au lieu de 4 =) : en conséquence, il 


vient 
2 . NE ETES 
NUE AU ef. sin >. f de; (2) 
[44 Oo } 


«& 


Le 


14. 
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et cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs 
de x comprises entre o et a. 

Si nous y remplaçons a par 2/,x par x’+-/,EparË' +}, 
elle deviendra 


ls ; STE OA} 
ou plus simplement, . après ce qui vient d’être ex- 


pliqué, 
e TT l Ü . TT l 
fe 5e REED ain ED. re : MAC) 


cette dernière formule subsistant pour toutes les valeurs 
de x comprises entre les limites —/, 7. 
On peut mettre l’équation (à) sous la forme 
Ti )Erx If ai, ire 
fr ees — sin — sin —. f éd; 
T «a « O «a 
admettons maintenant que a devienne infiniment grand, 
et posons 
ir T | 
——=X, —— du : 
& 
la limite vers laquelle converge la série, pour des valeurs 
de a de plus en plus grandes, est 


2 CO ©O 
— = f. 4 sin ax sin af. f Edéda; (d) 
KT / O O , 


de sorte que la valeur de fx, entre les limites 0, © , se 
trouve exprimée par une intégrale définie double. Cette 
expression toutefois deviendrait illusoire dans le cas où, 
par suite de Ha nature de la fonction /, l’intégrale double, 
dont les limites supérieures sont infinies, ne conser- 
verait pas une valeur finie et déterminée [324], 


I . . MANS . 
Prenons fx— -: la fonction f devient infinie à la li- 
LE TX Le 


mite x—0; cependant on tire de la formule (d) 
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(ee) QO s ©O 
EE. ÿ sin œ 3 
= —=—- sin ax PT —#}  smazxda, 
T TJ Oo (e) ë (0) 


ce qui s'accorde avec le résultat du n° 395. 


431. En opérant de la même manière que nous la- 
vons fait dans les n°* qui précèdent, on démontrerait 
qu'une fonction quelconque, assujettie seulement à ne pas 
devenir infinie entre les limites o , x de la variable x, 
peut se développer entre ces limites par une série con- 
vergente, procédant suivant les cosinus des multiples de 
l'arc x; et l’on établirait la formule 
fx—A,+ A, cos x + À, cos 2x +...+ ÂÀ;cos ir + etc. 
dont les coefficients sont donnés par les équations 


1/57 2/7T ; 
af, fe A? TRY 


de sorte qu'on peut écrire 


fa [7 rai+23.c0s if Teos 1E . fEde. (e) 
%} o T o 


La valeur du second membre de cette équation, qui 
est une fonction paire et périodique de x, est représentée 
par l’ordonnée d’une ligne symétrique relativement à 
l’axe des y ( fig. 95), et sans points de rupture corres- 
pondant aux abscisses 4—0, x—7x; en sorte que la 
formule subsiste à ces limites, sans modification. 

De cette formule on tire la suivante 

I 


fat f  pear+Ës.c0 ME f eos fi, (f) 


a 


qui subsiste entre les limites 0, a, et à ces limites mêmes. 
Puis, en supposant infinie la limite supérieure a, on 
obtient 


Aura CO ©O 
fa? 46 cos ax cos & . ft dE da. (g) 
TJo Jo | 


En suivant la même analogie, on trouve encore 


f 
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RUb SR CE LE an(x 4-0) fl Im (E + , 
CT sd + TE c08 EE [7 cos 72 . f EE, (he) 


La 


formule qui subsiste entre les limites —/, H /, et même 
à ces limites. 
432. Pour donner quelques applications de ces der- 
mières formules, prenons successivement 
LEE NT ESS Te 


on aura, par l'équation (e), entre les limites 0, x, 


1 I 2 I 1 
Len? | é0s x + à cos 34 + cos 5x + ete. |» 
a 4 T 3 D 
3 4 cos 2x cos 4x cos 6x 
SN L—-— - À ——— + ————— — + etc..l? 
RNB AILTUS 915 5 


FT == COS X — à COS x + ; COS DT — ; COS 7x + elc. 
Il suffit de faire x —0o ou x—7 dans chacune de ces 
dernières formules, pour avoir autant de développements 
curieux du nombre transcendant +, et ces développe- 
ment peuvent être variés à l'infini. 

Multiplions par dx les deux membres de la dernière 
équation pp intégrons entre les limites o,x, et di- 
visons par + r : il viendra 


ae [sin — TL VA Du sin Se — sin 7æx+-etc.] (11) 


5 5° 

La série (9) étant convergente, celle-ci l’est à fortort; 
et ce rapprochement des deux formules montre qu’une 
même fonction peut avoir plusieurs développements con- 
vergents, procédant suivant les sinus des arcs multiples : 
ce qui distingue essentiellement les séries dont 1l s’agit 
dans ce chapitre, des développements suivant les puis- 
sances de la variable, qui ne peuvent être opérés que 
d’une seule manière, par la formule de Maclaurin. Il 
résulte aussi de cette remarque que le procédé du n° 429 
ne donne pas tous les développements que la fonetion 
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est susceptible de recevoir en séries procédant suivant 
les sinus ou les cosinus des arcs multiples. 

433. Si l'on ajoute membre à membre les équa- 


tions (a) et (e), et qu’on prenne la moitié de la somme, 
il viendra 


= [5 edi+ 2 stsin cf sin LE. fEdE + cos ir f "cost. FEU 
—+ f. ere sf. Rs (e—D. JE 


Le lieu géométrique de l’équation 


= Ef fEdi += 2. f Teos i(e 3) f°ds 


est formé (fig. 96):1 Fée système d’arcs disjoints.…. 
M,N,,MN,M"N”,.. 2° des portions de l’axe des abs- 
cisses, comprises entre les ordonnées des points où ces 
arcs s'interrompent. On en conclut que la formule (?) ne 
subsiste aux limites o et x que si l’on a o—f(o)}—f(r). 
Dans le cas contraire, la série donne + f(o) pour x—o 
et = f (r) pour x. 

En combinant de la même manière les formules (4) et 


ie ae et (9), (c) et (2), on trouve 


ef; FE + = A Con D LE dE, do 
fr, hu cose(z—à). fEdEda, 


ir(x— À) , 
x — CHERE Co 7 fc ARE 
fe fe fie me fee. jias (0 
434. Toutes ces formules sont encore susceptibles de 
nombreuses transformations : nous nous bornerons à en 
indiquer une, 
Soit /x une fonction qui a pour valeur ox, de zéro 
\ / \ 12 \ 
à a,et pour valeur Ÿx, de zéro à —a : d’après la formule 
(#), la fonction 
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LE fede4 es [leo  pEdE 
2470 a O a 


se réduira à ox pour les valeurs de + comprises entre 
o et a, et à zéro pour les valeurs de x comprises entre 
o et —4«. Pareillement la fonction 


1 ff —a I —4  ir(x- æ -— À) 
— Lf. Ge 3. f. cos ET) qd 


; af DURS l TU 7e 
Aie a a 


a 

se réduira à VX pour les valeurs de x comprises entre o 
et —a, et à zéro pour les valeurs de x comprises entre 
oet a. Donc la fonction 


“1 Ne loEdE + Jia j yes | 
Le Les ir(x — À) 
+ L :| f. cos Pr, gai + [7 008 EI jar] 


se réduit à dx pour les valeurs de x comprises entre 
—a et o, et àox pour celles qui tombent entre o et a; 
ce qui revient à dire que la formule 


tite I a ém(r —À) 

fa= ff +22. fl 00 . fEdé (m) 
subsiste pour toutes les valeurs de x comprises entre 
—a et Ha. On pourrait changer a en /, et l’on aurait 
une formule distincte de léquation (2), quoique toutes 
deux subsistent pour les valeurs de x comprises entre’les 
mêmes limites. 

435. Par un procédé semblable à celui du n° 450, 
on tire de léquation (72), en y supposant a—«, 


I CO ©0 
fee je cos a(x — €). fidédu ; (n) 

TJ 0 J —e 
et cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs 
réelles de x, puisque l'intégration relative à € s'effectue 
entre Îles limites —c , Low, On l'appelle la formule 
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de Fourier, du nom du géomètre célèbre qui en a en- 
richi l’analyse. La démonstration de cette formule ré- 
sulte de ce qui précède; mais, à cause de son impor- 
tance, nous en donnerons une autre démonstration plus 
simple et plus directe, due à Deflers, de son vivant maitre 
de conférences à l’École normale. 


Soit 
re. ÿ cos a(x — €). fédEda; 
v oO —— 00 


et effectuons d’abord l'intégration relative à « entre les 
limites o,x, sauf à faire «— après la seconde inte- 
gration : il viendra 


ue = fi sin SPAS ee Eye, 


z 
en posant ne TX — =. 
œ 


Or, quand on fait «— , on a 


2 
EX —  — EI, TL 
excepté pour les valeurs de z qui sont elles-mêmes infi- 
nies, valeurs auxquelles on Fa se dispenser d’avoir 


égard, à cause que le facteur 22 rend infiniment pe- 


PA 


tite la portion correspondante de l'intégrale : on à donc 


A: OM SITZ 
=) d === . 
4 fe Z f LE 


Quand la fonction f est telle que l'intégration relative 


simplement 


à la variable Ë, indiquée dans la formule (x), puisse s’ef- 
fectuer, cette formule détermine les valeurs d’intégrales 
définies simples, comme celles qui ont fait l’objet des 
deux derniers chapitres. Supposons, par exemple, que fx 
doive se réduire à e—*, entre les limites 0, :on a[407| 
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vi I 
cos aë .e dE ———;) 
o I - à? 


et en conséquence la formule (x) donne, pour toutes les 
valeurs positives de x, 


F 2 f © cos axda 
et — Saad ue 
K /o 1 + a? 4 


ce qui s'accorde avec la formule (m7) du n° 4x1. 

436. Toutes les formules données dans ce chapitre 
peuvent se généraliser et s'étendre aux fonctions d’un 
nombre quelconque de variables. Ainsi, en écrivant 
J{(x,7) au lieu de fx, on tire de la formule de Fourier 


fen=if [Li cos a(x—{©). f(6,7)dida, 


et par la même raison 


PENSE ff cos Er). FER, 


B, n désignant deux nouvelles variables auxiliaires : donc 


fer== f f Li é 1 ce ” cosa(x-—t).cos B{y-n). f{E,n)dédndadf, 


formule qui subsiste pour toutes les valeurs réelles des 
variables x,y. Si les limites d'intégration, relatives aux 
variables Ë,n, sont données par le contour d’une courbe 
tracée dans le plan xy, l’intégrale quadruple se réduira 
à /(x,y) pour les points qui tombent dans lintérieur 
de la courbe, et à zéro pour les points extérieurs. De même 
l'intégrale sextuple 


SAT fesate-2.c0s Br—n).cos4(2—Ù). fn) dédndtdadhd 


pour laquelle les limites des intégrations relatives aux 
variables &, n, € sont les mêmes que celles du volume 
d’un corps donné, se réduira à f(x,7,z) pour tous les 
points situés dans l’intérieur du corps, et à zéro pour 
tous les points extérieurs. 
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LIVRE SIXIÈME. 
INTÉGRATION 


DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A UNE SEULE 
VARIABLE INDÉPENDANTE. 


CHAPITRE PREMIER. 


DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A 
DEUX VARIABLES ET DU PREMIER ORDRE. 


ns | 


437. On peut envisager sous deux aspects le problème 
de l'intégration des équations différentielles entre deux 
variables. Sous le premier point de vue, il s’agit de trou- 
ver, entre la variable indépendante et la fonction, une 
équation qui satisfasse de la manière la plus générale à 
l’équation différentielle proposée, au moyen des valeurs 
qu'on en déduit pour les coefficiens différentiels des di- 
vers ordres. En d’autres termes, il s’agit de trouver lé- 
quation la plus générale des courbes qui jouissent en tous 
leurs points de la propriété exprimée par léquation 
différentielle. 

Sous le second point de vue, le problème de Pintégra- 
tion consiste à déterminer la série des valeurs numéri- 
ques par lesquelles doit passer une fonction en partant 
unée, quand la loi des va- 


S 
riations infinitésimales de la fonction est exprimée par 


»i . . 
d’une valeur numérique assi 


une équation différentielle donnée. Nous verrons qu'il 
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se présente des cas où le problème de l'intégration des 
équations différentielles ne se résout pas de la même ma- 
nière, selon qu'on l’envisage sous l’un ou sous l’autre 
de ces aspects. 

On a indiqué [liv. IT, chap. V | les liaisons qui sub- 
sistent entre une équation différentielle d’un ordre quel-. 
conque, et les intégrales ou les équations primitives des 
divers ordres dont on peut concevoir que la proposée 
dérive, par la différentiation immédiate ou par la diffé- 
rentiation combinée avec l'élimination des constantes. 
En nous appuyant au besoin sur les principes posés dans 
le chapitre cité, nous commencerons par examiner les cas 
principaux où l’on peut retrouver l’intégrale de laquelle 
dérive une équation différentielle proposée. Nous étudie- 
rons ensuite, sous le second point de vue, la théorie des 
équations différentielles. 


$ 1°*. Séparation des variables. 


438. La formule générale des équations différentielles 
du premier ordre à deux variables est 
F7) —=0: (1) 
Si cette équation est algébrique et du premier degré par 
rapport à y’, on peut la mettre sous la forme 
p(x,7)dx + Y(x,7)dy = 0. (2) 
L’équation (2) s'intègre toujours, ou du moins l’intégra- 
tion est ramenée à de simples quadratures, lorsque les 
variables y sont séparées, c’est-à-dire lorsque cette équa- 
tion est mise sous la forme 
fxdx + fydy — 0. 
L'intégrale générale est alors 
ffede + J'irdy 6, 
C désignant une constante arbitraire, ou 
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es Je 
fra + f. fydy — 0, 


én passant aux intégrales définies, et en représentant 
par y, la valeur de y qui correspond à l’abscisse +,. 
Soit proposée, par exemple, l'équation 


J dx — xdy = 0 : (a) 
on la mettra sous la forme 
dy _d 
Ÿ x 


et les variables se trouvant séparées, on aura en intégrant 
log y — log x—C, d’où l’on tire y—cx, en désignant 
par c le nombre dont le logarithme est C. 

La séparation des variables s'opère immédiatement, 
toutes les fois que l’équation (1) se présente sous la 
forme 


St DUO “ hosp 


439. D'autres fois la séparation ne s'opère qu'au 
moyen d’une transformation où d’un changement de 
variables. Si, par exemple, les fonctions ?, Ÿ qui entrent 
dans l'équation (2) sont homogènes [122] par rapport 
aux variables x,y, on posera y—xt, d’où 

MAD E TT NU A NU )EENTIII, 
n désignant la somme des exposants de x et de y dans 
chaque terme de l'équation proposée. En conséquence 
cette équation, après la suppression du facteur x", de- 
viendra 
ft. dx +ft.(xdt + tdx)—0, 
d’où | 
dx fé. dt 
AN 
équation où les variables sont séparées. 
C’est ainsi que l’équation 
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xdy — ydx =V 0 +p.dx 
devient 
dx dt 


— 


Er (Je 
4 V'r1+e d 


d’où, en intégrant par logarithmes et en repassant en- 
suite des logarithmes aux nombres, 
x x 
CELL en 
tHVite HV e+tn 
LX° —2CY —Cc° —=0. 


=—Y+V Fr, 


En effet, lorsqu'on différentie cette dernière équation et 
qu'on élimine c entre l’équation primitive et sa différen- 
tielle immédiate [162], on retombe sur l'équation diffé- 
rentielle proposée. 

Il arrive en certains cas que l’on peut, par un chan- 
gement de variables ou de coordonnées, rendre liomo- 
oène une équation qui ne Fest pas. L'exemple le plus 
simple de cette transformation nous est fourni par lPé- 
quation 

(ax + by + c)dx + (a'x + b'y + c'idy = 0. 
Si l’on pose 2—-x, y —n<#-8 (ce qui revient à déplacer 
l’origine des coordonnées x,7, sans changer la direction 
des axes), et si l’on dispose des constantes arbitraires 
«,B, de manière à satisfaire aux équations de con- 
dition 
au + bB+c—o, a'a+bB+e —o, 
l'équation proposée deviendra 
(aë + En)dé + (a'ë + L'njdn — 0, 

et sera rendue homogène. La transformation précédente 
ne serait plus possibie, si l’on avait ab'—ba’—o, ce qui 
rendrait infinies les valeurs de «,B. Mais dans ce cas 
l'élimination de D’ met Fléquation proposée sous la 
forme 
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(ax +- by} (dx + — dy) + cdx + c'dy — 0; 


et si l’on pose ax + by —#, on obtient une équation en 
t,dt,dx, où les variables se séparent sans diffculté, 
comme dans toutes celles où l’une des variables n’entre 
que par sa différentielle, 


$ 2. Equation linéaire du premier ordre. 


440. Une transformation très-simple opère aussi la 
séparation des variables dans l’équation 
LR N TP CA (3) 
que l’on nomme équation linéaire du premier ordre, 
parce qu’elle ne contient ni les puissances, ni les produits 
de la fonction y et de sa dérivée y’. Soit 
y—=0%6, dy = (dt + é4dà, 
6 et & désignant deux fonctions auxiliaires et inconnues 
de x : la proposée deviendra 
Ode + td0 +- 06. fxdx — fxdx. 
On peut disposer des fonctions indéterminées # et 6, de 
manière à décomposer cette équation dans les deux sui- 
vantes 
Ode — frdx, dù +0.frdx — 0. 


La seconde se prête à la séparation des variables et 


donne 
() = e-JJfrdz, 
Après qu’on a substitué cette valeur dans la première, il 
vient 
dt—frdx eff 1—/[frdx.elfä LC, 
d’où 


ONNRETEA el frds  C].e/fdr, 
Exemples. 1° 
none 
il vient 
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Sfxdz = x, fixdx.e = — fexdz = (1 — re + C; 
Y—=1— x + Cer*, 


0 


2 
HT = — x: 
on à 
Jfxdx x, fixdx.e—— ex" —3x° +6(x—1)]+C, 
. Y=— {23 — 3x + 6(x — 1)] + Ce-r. (4) 
Ass 
ES pe Cu = X ! 
dans ce cas les exponentielles disparaissent ,- puis- 
qu'on à 
dx 
Jar Poe log remit 
d'où l'on tire sans difficulté 
C re 


On intègre de même l’équation 
JT + fr=fr; 
car, pour la ramener à la forme de léquation (3), il 
suffit de poser 7" 
Enfin, si la proposée était 
J'y =rtx, (5) 
on la ramènerait encore à la forme (3), en posant 


——U. 


I s 
%—1— _, J'équation(5) est connue sous le nom d’équa- 
na : ] q 


tion de Bernoullr. 
441. Lorsqu'on intègre une équation différentielle 


en commençant par séparer les variables, l’intégrale 
peut se présenter sous une forme mal à propos compli- 
quée : elle peut affecter une forme transcendante, quoi- 
que l'équation proposée comporte une intégrale algébri- 
que, C’est ce qu'on a vu [438] sur l'équation très-simple 
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ydx—xdy—o, dont l'intégration, par la séparation des 
variables, amène le signe transcendant log, qu’on peut 
ensuite faire disparaître, en se prévalant des propriétés. 
de la fonction logarithmique. Prenons encore pour 
exemple l'équation 


lé ra diète Vi —x".dy —0 : (6) 
si l’on sépare les variables elle deviendra 
dx = 4 dr 


0; 


DA er 
et préparée ainsi elle conduira à lintégrale de forme 
transcendante 

arc sin æ + arcsin y —#, (9) 
où # désigne la constante arbitraire. Mais, en intégrant 
par parties chaque terme de l'équation (6), et en dési- 
gnant par pu une autre constante arbitraire, on aura 

arret [28 ss) RE 
Les deux termes de cette équation qui sont affectés du 


signe / peuvent se grouper en un seul 


y Var Ver ; 


pourvu que l’on regarde y comme une fonction implicite 


de x, déterminée par l'équation (6). Or, en vertu de 
cette même équation (6), le facteur qui multiplie xy sous 
le signe / est constamment nul: donc la proposée a pour 
intégrale algébrique 
LV/a y EpV ae =, (8) 
ou, par l’évanouissement des signes radicaux, 
(Ep) 

La valeur de la constante w dans l'équation (8) est 
celle de la variable y quand x est nul : si l’on fait à la 
fois x—0, > —u dans l'équation (7), elle deviendra 

TA | 15 
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arc sin LE, 


ce qui ramène cette équation à la forme 


arc Sin x +- arc sin y — arc Sin LL. (9) 
Il faut que les deux équations (8) et (9), qui sont 
l’une et l’autre des intégrales complètes de la proposée, 
la première sous forme algébrique, la seconde sous forme 
transcendante , rentrent l’une dans l’autre; et en effet, 
l'identité de ces deux équations résulte de la formule 


sin & COS b +- sin à cos a — sin (a + b). 

Si cette relation n'était pas donnée par la trigonomé- 
trie élémentaire, elle résulterait du rapprochement des 
formules (8)et (9); et l’on constaterait ainsi une 
propriété fondamentale de la fonction transcendante 
arc sin +, ou de l’intégrale définie 

VEUT, Cr 

o Via 
C’est en procédant d’une manière absolument semblable 
que nous avons établi, dans le chapitre IV du livre pre- 
cédent, les formules pour l'addition des fonctions ellip- 
tiques. 


Là 


$ 3. Du facteur propre à rendre l'équation intégrable. 


‘ 449, Quand le premier membre de léquation (2) est 
une différentielle exacte dG(x,y), on trouve cette 
fonction & par le calcul indiqué [394], et l'intégrale 
se présente sous la forme G{x,y)—c, c désignant une 
constante arbitraire. Réciproquement, après qu'on aura 
obtenu, par un moyen quelconque, l'intégrale de l’équa- 
tion (2), concevons qu'on la mette sous la forme 
d(x,y)—=tc, en résolvant l’équation obtenue par rap- 
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port à la constante arbitraire que l'intégration a intro- 
duite : la differentiation donnera 

do 


do 
Tr dx + or a 


équation dont le premier membre est nécessairement 
une différentielle exacte, et qui doit subsister en même 
temps qué l'équation (2). On aura donc 
A tou Ke 
LE 
an) Ven) | 
u designant en général une fonction de x et de p. Par 
conséquent, si l’on multiplie le premier membre de l’é- 
quation (2) par le facteur w, ce premier membre de- 
viendra identique avec la différentielle totale d&, et 
satisfera à la condition d’intégrabilité. 
Ainsi le premier membre de l'équation (a) ne satisfait 
pas à la condition d’intégrabilité; mais comme on a 
trouvé [438] pour l’intégrale de cette équation 


, xdy—ydx 
AR 14 


ER d'où : 
2 


: I . . 
on voit que le facteur — est celui qui rend le pre- 
| 


mier membre de la proposée une différentielle exacte. 
De même l'intégrale de l’équation 


(Y H Va +y)dx — xdy—=0 


pouvant [439] être mise sous la forme 


? 


D _« ,  ædz —V/x2 & pd 

— Y + Vx+r—=c, d'où ade +(y—Ve+r)dr 
, 4 Va? +72 

il en résulte que le facteur par lequel il faut multiplier 

la proposée pour en rendre le premier membre une diffé- 

rentielle exacte, est 


15. 
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æ sand y at onl 
Var. ( + V/x2 +2) LV a+ y? 


443. Il est à remarquer que, quand on connaît une 
valeur du facteur w, on peut en déduire une infinité 
d’autres : car, puisque 


ple(r,r)dx + da,r)dr] = d&, 


LES) [p(x,r dx + Wx,r)dr]=K5D)dS, (10) 
fl&) désignant une fonction quelconque de la quantité 


on à 


& dont on connaît la composition en x,7. Or l’expres- 
sion f(&)d@ est essentiellement une différentielle exacte, 
et la détermination de la fonction dont elle dérive ré- 
sulte d’une simple quadrature : donc le premier membre 
de l’équation { 10) est aussi une différentielle exacte. En 
d’autres termes, le facteur u f(&), où les fonctions u,G 
sont connues, et où la fonction f peut être particularisée | 
d’une infinité de manières, jouit comme le facteur & de 
la propriété de rendre le premier membre de l'équation 
(2) une différentielle exacte. 

Prenons pour exemple l’équation (a), et supposons 
simplement f(t)—%. On a dans ce cas 

= —, DT, d'où ea) = 2. 

Ce dernier facteur rendra donc le premier membre de 
l'équation proposée une différentielle exacte; et en effet 


l'on a | 
v _ æydy —yÿ'xdx 1 #7 
LEA 


444. Pour déterminer à priori le facteur y, 11 faudrait 


f 


satisfaire à l'équation 


d. Up(x,y) La d. sé Ux, y) 
NT OO de tue? 
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ou 


mais l'intégration de cetteéquation qui est aux différences 
partielles par rapport à la fonction y des deux variables 
x, y, suppose en général, comme on Île verra par la suite, 
l’intégration préalable de l'équation (2). Ce n’est que 
dans des cas très-particuliers que l’on peut assigner le 
facteur y et par suite ramener l'intégration de la pro- 
posée aux quadratures. 
Si, par exemple, le facteur y ne devait renfermer que 

la variable x, l'équation ne Us se réduirait à 

1 du _1/dp  dÿ\,. 

L'dr J dy dx)? 
et en vertu de l’hypothèse, il faudrait que le second 
membre de cette dernière équation se réduisit à une 
fonction fx de la seule variable x. On aurait donc 
u—e/f"#, D'ailleurs on ne restreindra pas la généralité 
de l'hypothèse en posant Ÿ— r, puisqu'on peut toujours 
admettre que l’équation (2) a été divisée par le coeffi- 


cient de dy ; et dès lors, il faudra que le coefficient . 


soit indépendant de y, ou qu'on ait 
ay) =r fx + fx; 
c'est-à-dire que ce cas est celui où la proposée se pré- 
sente sous la forme d’une équation linéaire du premier 
ordre. 
445. Quand l'équation (2) est homogene, elle peut 


s’écrire 
ng(Y nC[ JON SAR 
æf(2 Jde + ai(2 ar 0; (11) 


et l’on a vu [439] qu’elle se change en 
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équation où les variables sont séparées, et qui est par 


(22) 


conséquent une différentielle exacte. Le facteur par le- 
quel il a fallu Me ne de 1) pour obtenir (12) est 
I 


La SanuRs d’ Rae appliquée à la fonction 


pd + War)dr 
xo(x,y) HT ar) | 
qui doit être une différentielle exacte quand les fonctions 
o, Ÿ sont homogènes et du même degré, donne 
LL T, d. T, d. , d, T, 
 RIGARE SD à 2H) + 
px) HE V(x,r) 
Donc chaque membre de cette dernière équation a ung 
valeur indépendante de la forme des fonctions ?,4, et si 
Von prend ÿ(x,y)—x", il vient, conformément au théo- 
rème des fonctions dus [122], 


Did: 
Re, 7) +7 Len = Nr no(zx, y). 


$ 4. Des équations supérieures du premier ordre. 


446. Si l'équation (1) renferme la dérivée y’ élevée au 
carré ou à des puissances supérieures, on en tirera par 
la résolution algébrique d’autres équations 

J'—{,(2,7)=0, y'—f,(x,7)—=0o, etc. 
en nombre égal à celui qui indique le degré de la pro- 
posée par rapport à y. On les intégrera séparément, si 
cest possible : et chaque intégrale, complétée par une 
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constante arbitraire, satisfera à la proposée. Le produit 
de toutes ces intégrales satisfera donc de la manière la 
plus générale à l'équation différentielle proposée; ou, en 
d’autres termes, ce produit en sera l'intégrale générale. 
On pourrait désigner les constantes arbitraires qui en- 
trent dans chaque facteur par des lettres différentes; 
mais on ne restreindra pas la généralité de l'intégrale 
en désignant toutes ces constantes arbitraires par la 
même lettre; puisque, si l’on attribue à cette lettre unique 
toutes les valeurs numériques possibles, on obtiendra 
évidemment toutes les intégrales particulières que chaque 
facteur de l'intégrale générale est susceptible de fournir. 
Par exemple, la résolution de l'équation 
Y—ax=0 
donne 
Y'—Vax=0, Y + Vax—0, 
équations qui ont pour intégrales 
CPP VMast— 0; lc Ph Va = 0. 
En faisant le produit on a, pour l'intégrale générale 
de la ‘proposée, 
(c+y—3Va)(c +7 +iVar)—=0; 
et l’on n’en diminuera pas la généralité si l’on posec—c, 
ce qui donne au produit la forme rationnelle 
(c+ y) —+#ax —o. 

Il est visible, par la théorie de la composition des 
équations algébriques, que dans tous les cas l'intégrale 
générale sera rationnelle en x, y, lorsqu'on identifiera les 
constantes arbitraires qui entrent dans chaque facteur 
irrationnel, et lorsque la proposée sera elle-même ration- 
nelle en 17,7. 


447. 1] y a possibilité dans certains cas d’éider la 
résolution de l'équation proposée par rapport à y”. Si, 
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par exemple, la variable y n’y entre pas, et qu’elle soit 
réductible à la forme x— fy", on aura, en appliquant 
à la fonction dy —7y'dx la règle de lintégration. par 
parties, 
y=y'ax—$f xdy + C—=yfr —$[fy dy + cC. 

Lorsque la quadrature indiquée dans le dernier membre 
de cette équation pourra s'effectuer algébriquement, il 
n'y aura plus qu’à éliminer ?’ entre cette équation et la 
proposée pour obtenir l'intégrale complétée par la cons- 
tante arbitraire C. On traiterait d’une manière semblable 


I 
7 S AS ( \ A / JET Tu) A Q 
l'équation y— fy', après avoir posé »/— Ln est-à-dire 
après avoir pris y pour variable indépendante. 


448. Quand la proposée sera de la forme y —/f(x,7 ), 


on en tirera 


MC Ca 

| dr dy dx 
Cette dernière équation est du premier ordre par rap- 
port aux variables x,y’: en admettant qu’elle tombe 
dans la catégorie de celles qu’on sait intégrer, il suffira 
d'éliminer y” entre l'intégrale obtenue et la proposée, 
pour avoir l'intégrale même de la proposée. 

Par exemple, si celle-ci est de la forme 


Y —= 2x9 + dy", 
on aura 


LATE ARR ay dx, PT gr 
Y'=®y + (dy +xp'y') <=) où — x — Ts, ? 
12 din (4 Py re AY TOY: NX —2Y 
et par suite [440] 


dy. fer gy'dy' 
| Ne F0 +C].e " 


On doit remarquer en particulier l'équation 
y=2y" + dr, (13) 
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d'où l’on tire par la différentiation 


? ! 
O— (y + x) + ni (14) 
On satisfait à l’équation (14) en posant 
dy! OL 
20 QUEY 6, 


et la substitution de cette valeur de y’ dans l'équation 
(13) donne pour intégrale générale 

y = cx + Ve, (15) 
équation d’une ligne droite qui se déplace sur le plan 
xy quand on fait varier la constante arbitraire c. 

On satisfait encore à l'équation (14) en posant 

Yy' + x — 0; (16) 
et si l’on élimine y” entre les équations (13) et {16), on 
a une équation en #,7, qui satisfait à l'équation (15), 
mais qui n’en est pas l’intégrale générale, puisqu'elle ne 
contient pas de constante arbitraire, et qui n'est pas non 
plus une intégrale particulière, puisqu'on tire de l’équa- 
tion (16) une valeur de y’ en #, incompatible avec les 
valeurs »'—c, tirées de l'intégrale générale. Cette équa- 
tion résultante en x, y est donc une intégrale singulière 
de la proposée [| 164]. 

Il faut remarquer que lélimination de c entre l’équa- 

tion (1h) et sa dérivée par rapport à c, 

We + TZ = 0, 
donne la même équation finale en x, y, que l'élimination 
de y' entre les équations (13) et (16) : ce qui doit être, 
puisque l’intégrale singulière SAHQUE [189] la courbe 
enveloppe de toutes les droites qu’on obtient en fai- 
sant varier sans discontinuité, dans l'équation (15), le 
paramètre c. 


L 
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CHAPITRE If. 


— —p 0 


DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DES ORDRES SUPÉRIEURS, ED EN PARTICULIER DE 
L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LI- 
NÉAIRES. 


$ 1°. De l’abaissement de l’ordre des équations différentielles. 


449. On ramène toujours aux quadratures l’intégra- 
tion des équations différentielles d’un ordre quelconque, 
de la forme 


dy) 
pti) —fy®), ou Se frs (x) 
car on en tire | 
ah dyt) 
x == Fo A pe (2) 
On a ensuite 
y@dytr) 


von AY dr Aa NON —À- C 1 9 


Re > a Le dy) dyt? 
YRET 7" ae [| PE +0. Fan 


et en continuant ainsi on obtient la valeur de y exprimée 
en fonction de y!” par une suite de quadratures. Il ne 
s’agit plus que d'éliminer }(" entre la dernière équation 
obtenue et l’équation (2), pour avoir l'intégrale de l’é- 
quation (1 ), complétée par 7 + 1 constantes arbitraires. 
Par exemple, l'équation du second ordre 
(FUME 


a  — 


4 


ÉQUATIONS DES ORDRES SUPÉRIEURS. 235 
donne d’abord 
d ! À | 
as d'OU NE CS PE) 


dx = — me D 
(Gas où D D Var y 


On a ensuite 
a 


/ xl dy 
= /y'dx—— a CET + C, 
JT = Ÿ Vitre 
et en éliminant y on HE sur l’équation d’un cercle 
(CG +0r—0G,) =a?. (4) 
Effectivement l’équation proposée exprime [190] que 


— +0C,; 


le rayon de courbure de la ligne plane dont x,7 dé- 
signent les coordonnées courantes, est égal à la cons- 
tante «a. 
Lorsqu'on pourra resoudre l'équation (2) par rap- 
port à y et en tirer 
FO = x, C), 
il viendra 

UT f(x, Gdx + C., 

UD = dx fx, Cdx + C,x+C,; 
et en continuant ainsi, on obtiendra immédiatement, par 
une suite de quadratures, la valeur de y en x, renfer- 
mant 2— 1 constantes arbitraires. 

Ainsi, de l’équation (3) l’on tirerait 


— C 
PRET 4 
d Va (x — Ch” 
d’où 
Cdzx RAM PNEU et 
— + ( TE A2 Æ 2 C, 
SA + [EE +  =TW (@— Cr +, 


ce qui conduit encore à l'équation (4). 
450. On ramène pareillement aux quadratures linté- 
gration de toute équation de la forme 
d? y) 
= fo), où = =; 


car où en tire | } 
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() 
e ; — fy)dy), 


dy() 


et en intégrant 


2 
Dai Pr —) RAY + consé., 


d’où 
d (nÿ 
— = V2 ffr@)dt) + C » 


dy() 
he C.. 5 
| = | VOD EC. G) 
Il vient ensuite 


(r) dy) 
Dane in be ve OT dy as CG? : 


V2 ffpr)drt) + C 
et en continuant de la même manière on obtient la va- 


leur de > en fonction de y? par une suite de quadra- 
tures. Il n’y a plus qu’à éliminer y" entre la dernière 
équation obtenue et l'équation (5): l’équation résultante 
est l'intégrale générale que l’on cherche. 

Quand l'équation (5) peut se mettre sous la forme 

pr, C, C,), 

on obtient immédiatement, comme tout à l'heure, par 
des quadratures successives, la valeur de y en x, renfer- 
mant le nombre de constantes arbitraires requis pour la 
généralité de l'intégrale. 

L’équation 1 

NN ou = fr, 
que lon rencontre fréquemment en mécanique, a donc 
pour intégrale complète 
dy 

affa ten 
ordinairement, dans cette formule, la variable x désigne 
le temps. 


5 mer 


451. L'ordre des équations différentielles qui ne con- 
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tiennent qu'une seule des variables primitives, s'abaïisse 
au moins d’une unité. La proposition est évidente pour 
toutes celles qui ne contiennent que la variable indé- 
pendante et les dérivées de la fonction, ou qui sont de 
la forme.  -. 

Fr, re ET, 70) 0; (6) 
puisque cette équation, de l'ordre 7H y par rapport aux . 
variables +, y, n’est plus que de l'ordre v, quand on prend 
pour variables primitives x, y. 

Si la fonction y entrait dans léquation proposée au 
lieu de la variable indépendante x, on pourrait changer 
de variable indépendante [134 et suiv.], et l’ordré de 
l’équation transformée s’abaisserait au moins d’une 
unité. 

Après qu'on aura obtenu l'intégrale de l’équation (6), 
en prenant pour variables x, y", on résoudra l’équation 
intégrale par rapport à x ou à y; et en suivant l’un 
ou lautre des procédés déjà indiqués, on déterminera, 
moyennant une suite de quadratures, la valeur de y en 
x, avec nv constantes arbitraires. 

452. Lorsque l'équation à intégrer est de la forme 

: 
Saber ou LE URI 


on a, en intégrant x fois de suite par rapport à x, et 
en écrivant, pour simplifier, / ® au lieu de //, / ©) au 
lieu de ///, et ainsi de suite, 

re Mdr" dr f der ffadr ee CT Gr es, 

ee + Gn27 + CG. 

Mais, au moyen de l'intégration par parties, on rem- 
place, dans le dernier membre de l'équation précédente, 
l'intégrale multiple par une suite d'intégrales simples. 
En effet, l'on a, en omettant d’abord les constantes, 
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J'Ofadx? = [dx f fxdx — x /ffxdx — [ fx.xdx, 
S'fxdx* = f dx fE)fxdz* = [ xdx ffxdx — f dx f fx.xdx, 
J'xdx ffxdx —<#x* [ fxdx — = f fx.x°dx, 

J'dx ffx.xdx = x f fx .xdx — [fx.x°dx, 

d’où 40 
Via — (2° ffcde ar) ce tar Pride) 
On trouverait de même 

S'fxdx* 
(a ffxdx — 32° f fx.xdx + 3x [ fx.x" dx — [ fx.x*dx), 


L 
Oe HE4) 
d'où, par induction, 


I ds nm À % 
eo rer Jfode ET nt ffokdr 


Re 26 À ] 
ù (etre Em) LH De CU. Æ [fear de | ; 


1.2 


ou symboliquement 
fo frdx" — (e— DE 
1.2.3-..(2—1) 
en convenant qu'après le développement on fera passer 
les puissances de £ sous le signe /, et qu'on remplacera 
ensuite £ par x. 

On démontre cette formule, comme celle du binôme, 
et comme toutes les formules analogues, en prouvant 
que si elle est vérifiée pour une valeur particulière 
de », elle subsiste pour la valeur consécutive 72 r. 

Nous aurons donc, en rétablissant les constantes ar- 
bitraires que chaque intégration introduit, et en conser- 
vant, pour abréger, la notation symbolique employée 
CI- and + 


._ 9" ffrdz 


11. 240/:.(710) +COxt- + Ca... + C,_,x +C,.. 
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$ 2. Des facteurs propres à rendre intégrables les équations 
différentielles des ordres supérieurs. 


453. On peut toujours concevoir qu’une équation 
différentielle de l’ordre x a été ramenée à la forme 


ART N ER EE JA) + 70 0. (7) 
D'un autre côté, si l’on représente par 
GAP re 9) = C (8) 


l'équation d'ordre 2 — 1 dont la proposée dérive, C dési- 
gnant la constante arbitraire qui disparaît dans le pas- 
sage de l'équation (8) à l'équation (7), la différentiation 
donnera 


ea di , do, do me 20 
RerEX +77 hist: MTS “A Te 0, (9) 


dy 
ou 
di dw, do, di LL, do : 
ne Ha Wide ge ee HR LEA =o. (10) 


En vertu de l’hypothèse, les équations (7) et (10) doi- 
vent être identiques : donc, réciproquement, si l’on 
multiplie l'équation (7) par un certain facteur 

ei 
77 CEE 

qui ne peut dépendre, comme la fonction & elle-même, 
que des quantités #, y, 7”,...y(, on rendra la proposée 
identique avec l'équation (9), c’est-à-dire qu’on rendra le 
premier membre de la proposée une différentielle exacte. 
Il est d’ailleurs évident que, non-seulement le facteur y, 
mais tous ceux, en nombre infini, qui se trouvent coim- 
pris dans la formule uf(&), f désignant une fonction 
quelconque, jouissent aussi de la propriété de rendre le 
premier membre de l'équation (7) une différentielle 
exacte. 


240 LIVRE VI. — CHAPITRE Il. 

L’équation proposée étant du 7° ordre, comporte 7 

intégrales premières de l’ordre 7 — 1 [164]; soit 
D, MEHR JAN à —C, 
une autre de ces intégrales premières : par la même 
raison que ‘tout à l'heure on rend encore la proposée 
une différentielle exacte, en la multipliant par le 
facteur 
ARE 

bi tu dy)? 
ou plus généralement par un des facteurs, en nombre in- 
fini, compris dans la formule u,f(&,), f, désignant une 
autre fonction arbitraire. 

Donc, plus généralement, si l’on désigne par D(6,5,) 
une fonction quelconque des deux quantités &,6,, tous 
les facteurs compris dans la formule 

se, Age) 
ou 
do db(5,5.) el di, db(5,%,) 

dy®Ts) d& , RASED NE TE n EN 
jouissent de la propriété de rendre le premier membre 
de la proposée une différentielle exacte, ce premier 
membre devenant alors la différentielle de la fonction 
b(G,o.). | 

Donc enfin, si l’on désigne par 
SOON GC, HO MR RE OU 


les » intégrales premières de la proposée, et par & une 


fonction quelconque des quantités &, &,, &ü,,....0,_,, les 
facteurs propres à rendre la proposée une différentielle 
exacte, sont compris dans la formule générale 
dm d® d&,  d® d&,_, db 
PEN DEEP REA ME 2 LU OUR SRE en 
dy®=1) do : dy®1) d©, dyt:) do,-, 


D 
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454. Appliquons cela à l'équation du second ordre 
4 
LARE PL Lad-2t 
4 Fe > 
qui devient, suivant qu’on la multiplie ou qu’on la di- 
vise par x, 


La / 


ZY"—Y = 0, DR MU —= Q, 
kr 1 


équations dont les premiers membres sont respectivement 


les différentielles exactes des fonctions 
D—XY — 27, AE (11) 


Le 
La proposée a pour intégrales du premier ordre 


xy' — 27 = 0, =0c,, 


et pour intégrale seconde, résultant de l'élimination de 
la fonction y’ entre les intégrales premières, 
G,x? — 27 —C. 

Dans ce cas, les facteurs qui jouissent de la propriété 
de rendre le premier membre de la proposée une diffé- 
rentielle exacte, sont exprimés par la formule 

, C0) | 1 dd(s;6.) 
VON NOR 
la composition des fonctions &, &, étant donnée par les 
équations (11), et la fonction restant arbitraire. 


$ 3. Des équations différentielles linéaires, d’un ordre quelconque. 


455. On nomme équation différentielle /énéatre celle 
qui ne renferme, ni les puissances supérieures à la pre- 
mière, ni les produits de la fonction et de ses coefficients 
différentiels des divers ordres, et qui est par conséquent 
de la forme 

JU Pyl) Qype) +, + Ur = V, (a ) 
TT 16 
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P,Q,.... U,V désignant des fonctions de la seule variable 
indépendante x. En général, si l'équation 
Ba, 7". -70)= 0 

est celle qui exprime rigoureusement la loi d’un phéno- 
mène; et que de plus, par la nature de ce phénomène, 
les quantités y,7',7",..y soient assujetties à rester 
toujours très-petites, de façon qu'on puisse négliger les 
produits et les puissances supérieures de ces quantités, 
la fonction ® se transforme en une fonction linéaire des 
mêmes quantités variables; et lPéquation du problème 
devient une équation différentielle linéaire. La théorie 
de l'intégration des équations de cette espèce doit donc 
attirer notre attention, non-seulement à cause des faits 
d'analyse très-remarquables qui s’y rattachent, mais aussi 
à cause de l'importance des applications. 

Supposons d’abord que le second membre de (a) soit 
nul, ou qu'on ait à intégrer l'équation 

7 + Pye-r) + Qt +... +Uy—=o. (b) 

La propriété caractéristique d’une équation de cette 
forme consiste en ce que, si l’on a diverses valeurs parti- 
culières de y en fonction de x qui y satisfassent, valeurs 
que nous désignerons par »,,7,,)3, ete., la somme de ces 
valeurs, multipliées respectivement par des constantes 
arbitraires G,,C,,C3, etc., ou 


Cr, +CG,r, +C;7,+etc., 
y satisfait pareïllement. La forme du calcul sur lequel 
cette proposition repose, résulte si évidemment de la 
forme même de l’équation (6), qu'i suffit de Pindi- 
quer. 
Il suit de là que si l’on connaît » valeurs particulières 
et distinctes, Yy,,Y,,Y3,...Yn, propres à satisfaire 


e 
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à l'équation (4), celle-ci aura pour intégrale générale 
= Cr: +7, + Gays +... + Cp; 


‘car cette valeur de y satisfait à la proposée, et à cause 
des x constantes arbitraires et distinctes qu’elle ren- 
ferme, elle a toute la généralité qu’une telle intégrale 
comporte. 

456. Or, il est un cas où l’on trouve facilement » 
valeurs particulières de y propres à satisfaire à l’équa- 
tion (4) : c’est celui où tous les coefficients P,Q.....U se 
réduisent à des: constantes; car si l’on pose 7—e"*, on 
aura, quel que soit z, y —m'e"; de sorte que cette va- 
leur de y, substituée dans l’équation (2), donnera pour 
résultat 


enrCm" _" Pr! z + Qm"—? + pese —- UE O; 
et dès lors, il est visible que la fonction y—e" satisfait 
à l'équation (b), pourvu que la valeur assignée au nombre 
mm soit l’une des racines de l'équation numérique 


m° + Pi + Qm'-2 +... +U—o. (rm) 

Donc, si l’on désigne par m,,m,,m3,.....m, les n racines 

de cette équation, et par C,,C,,C:3,....C, des cons- 

tantes arbitraires, l’équation (2) a pour intégrale géné- 
rale 

= Cons + Cm Cm. Ce (0) 


457. Avant d'aller plus loin, il est bon de donner à 
comprendre pourquoi le cas que nous traitons en ce mo- 
ment, cas en apparence si particulier, a néanmoins 
assez d'importance dans les applications pour mériter 
un examen spécial. 

D'abord il est clair que ce cas comprend celui où le 
second membre de l’équation (b), au lieu d’être zéro, se- 


16. 
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rait un nombre V quelconque; car il suffirait de poser 
V Lin 2 0 UNS 
FN g” Pour réduire à zéro le second membre de la 


transformée en n. 

Remarquons ensuite que dans la plupart des applica- 
tions de l’analyse à la physique le temps est la variable 
indépendante désignée ici par x, et que cette variable 
n'entre pas, pour l'ordinaire, autrement que par ses dif- 
férentielles, dans les équations des problèmes. Si, par 
exemple, il s’agit d’une question de mécanique, les forces 
qui sollicitent un système matériel ne varieront com- 
munément qu'avec les distances respectives des parties 
du système : elles seront des fonctions explicites de ces 
distances à une époque quelconque, et ne dépendront 
pas explicitement du temps écoulé depuis linstant pris 
pour origine. 

458. Lorsque toutes les racines de l'équation (#2) 
sont réelles et inégales, on vérifie aisément que les cons- 
tantes arbitraires C,,G,,G:,...C, peuvent toujours 
être numériquement déterminées au moyen des valeurs 
initiales 

PATATE QU RE (o) 
correspondant à x —o. Soit, par exemple, 7— 


3, on 
aura 

Te CG, HG: +05 

VY' =Mn,0, +m,0, +m;C;, 

Y'.=miC, +miC, +miC,; 
d’où l’on tire 

ce my (nm, Emo +Te 
ù (m,—m,)(m, —m;) 2 
C M) m3 ris 
g (m,—m,)(m,— ms) 

ONCE. Rosa seu Tente D hHiés 


(m3 —m,)(m,—m,) 


2? 
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La symétrie de ces formules indique suffisamment la loi 
des expressions qu'on obtiendrait, si l’on avait un plus 
grand nombre de constantes arbitraires à déterminer, au 
moyen des valeurs initiales de la fonction et de ses dé- 
rivées. 

Si lon sait, par la nature de la question, que la gran- 
deur y ne peut pas croître indéfiniment avec x, il faut 
nécessairement supposer.nulles les constantes arbitraires 
C; qui correspondent à des racines positives m», de l’é- 
quation (77). Alors les valeurs initiales (0) ne peuvent 
plus être données arbitrairement; mais il faut qu'il y ait 
entre elles autant d'équations de condition que l’équa- 
tion (72) admet de racines positives. On doit remarquer 
ce mode de réduction du nombre des constantes arbi- 
traires, d’après des considérations tirées de la forme des 
fonctions, indépendamment des valeurs numériques de 
leurs paramètres. Des considérations du même genre re- 
viennent fréquemment dans les applications de l'analyse 
aux questions physiques. 

459. Si Péquation (77) avait des racines imaginaires, 
les exponentielles devenues imaginaires se conjugueraient 
deux à deux et se transformeraient en sinus et cosinus 
d’arcs réels. Ainsi, «EPL: désignant deux racines 
imaginaires conjuguées de l'équation (72), les termes ex- 
ponentiels que ces racines amènent dans l'intégrale gé- 
nérale, savoir 

C etlatBV T3) HG esta eV), 
se changent en 
(CL eV TAC eV) 
— ex|(C, + C,)cos fx + (G, — C,)V/—5.sin fx], 
et finalement prennent la forme 
e#{M cos Bx + N sin fx), 
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quand on établit entre les constantes indéterminées 
C,,C,, M,N les deux relations 
C,+C,—=M, (CG, —C,) 1 = N. 
On peut encore simplifier cette expression en posant 
M—Acose, N——hsine, 
ce qui donne 
e“(M cos fx + N sin x) —)e cos(fx + €): 
alors ?, e sont les deux constantes arbitraires. 

Si la partie réelle « du couple de racines imaginaires 
que nous considérons, est négative, le facteur e“ décroit 
mdéfiniment pour des valeurs croissantes de x, tandis 
que le facteur X cos{Bx + €) oscille périodiquement entre 
les valeurs —X et 1: la fonction donnée par le pro- 
duit de ces deux facteurs éprouve donc des oscillations 
périodiques dont l’amplitude va en décroissant très-ra- 
pidement pour des valeurs croissantes de x. Au contraire, 
pour « positif, l’amplitude des oscillations de la fonction 
irait en croissant avec une grande rapidité et au delà 
de toute limite, ce qui est manifestement incompatible 
avec la loi de tout phénomène naturel. Un cas sem- 
blable ne saurait avoir qu’une existence purement abs- 
traite. 

Lorsque léquation (77) n’a que des racines imagi- 
naires dont les parties réelles s’évanouissent, la valeur 
complète de y est une suite de termes de la forme 

À cos(Bx + €). (n) 
Imaginons que y désigne la quantité variable avec x, 
dont une grandeur s’écarte en plus où en moins de sa 
valeur moyenne n, ou ce que les astronomes appellent 
plus brièvement l'inégalité de n : cette inégalité sera la 
somme de plusieurs inégalités périodiques, exprimées 
chacune par un terme de la forme (1). La constante à 
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se nomme le coefficient de l'inégalité; elle en détermine 
l’arnplitude, et dépend, ainsi que la constante &, des va- 
leurs initiales de la fonction et de ses dérivées. Le nombre 
6 détermine létendue de la période, puisque l'inégalité 
reprend les mêmes valeurs pour des valeurs de x dont la 


différence est ?T : la grandeur de Ê est donnée par l'é- 


Ê 


quation différentielle, indépendamment des valeurs ini- 
tiales de la fonction et de ses dérivées. Toutes ces consi- 
dérations sont d’une application fréquente, à l’occasion 
des phénomènes soumis à la loi de périodicité. 

460. Lorsque quelques-unes des racines de l'équation 
(ra) deviennent égales entre elles, l'analyse précédente se 
trouve en défaut. Soit, par exemple, »,—1m, : les termes 
Cie”*+Ce”: se confondront en un seul (C:—+C, )e", 
et le coefficient C;ÆC, n’équivaudra qu’à une seule 
constante arbitraire [164|], en sorte que lintégrale (c) 
n'aura plus la généralité requise. Dans ce cas, si nous 
posons | | 
Vase (A, + B;,x); (12) 
la substitution de cette valeur dans l'équation (2) don- 
nera 


ea A  +B,x)(m,"+Pm + Qm,4... +Tm,4U) 
+Be""{nm "+4 {(n-1)Pm,t?4(n-2)Qm,"3+..+T]—=0. 
Le facteur 
m,"+ Pm," + Qm,t2 +... 4Tm, + U 
s'évanouit, puisque 7, est racine de l’équation (72); et le 
polynôme qui multiplie Be”: s’évanouit aussi, puisque, 
par hypothèse, 7, étant une racine double de l’équation 
(rm), est aussi une racine dé l’équation dérivée 


Am + (n—1)Pnt + (n—2) QT +... 4LT—o. 
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Donc, si l’on continue de désigner par »1:,....m, les ra- 
cines simples de l’équation (2), et si lon pose 

Je" (A + B;x) +4 Gers +... + Cie”, 
on satisfera à l’équation (b) dont on aura ainsi l'intégrale 
générale, à cause que les constantes À,,B,,C3...C,, en 
nombre 2, sont irréductibles entre elles. 

On trouverait de même que, dans le cas de trois 
racines égales »2,, m,, m3, il faut remplacer le tri- 
nome 

Gerit Ce: + Ces: (13) 


par 
et (A, + B;x + Cx), 


et ainsi de suite. 

La forme que prend lintégrale générale dans le cas 
où l'équation (77) a des racines égales, résulte encore du 
calcul suivant. 

Au lieu de poser immédiatement »,=—m,, faisons d’a- 
bord m,—m,+-<, ce qui donnera 

Cet + Cerrr — em (C, + Ce) 


ex? 


4 , ET E TX 
EE Ce [CG +C(+— + AUX + RECU etc.) |, 


en substituant à e” la série toujours convergente qui en 
est le développement. Il est permis de mettre cette ex- 
pression sous une autre forme, en changeant de cons- 
tantes arbitraires, et en posant pour cela C,+4-C,—A,, 


C,e—B,. De cette manière, l’expression ci-dessus de- 
vient | : 


2 2,53 
ee [A + Ba +8 — + + ete.) |; 


179 
et si l’on fait maintenant &—0, elle se réduit au second 
membre de l’équation (12). 
SEA ro / 
Le trinôme (13) ayant été remplacé par 
eit (A, 1 B,x) ns Cemse, 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 249 


dans le cas où les deux racines 72,, n, deviennent égales, 
on pourra faire 723—m,+-€, ce qui change l’expression 
précédente en 


et (A, + B,x + Ce) . 
ex" e3 29 


ex 
eme [A Bic GIE EE ete), 


Rien n'empêche de changer de constantes en posant 

A,+C;=D,, B;+Ce—=E,, Ce —#F,; 
au moyen de quoi le second membre de l'équation pré- 
cédente devient 

| ex) 

er? |. +Erz+Fz+F eo + ete.) | ; 

et se réduit à 
emxt(D +Er+Fr), 

lorsqu'on fait e—0. La même méthode s’applique évi- 
demment au cas où le nombre des racines égales devient 
quelconque. Il est bon de connaître cette méthode que 
les analystes ont souvent employée dans des cas ana- 
logues et plus compliqués; bien qu’elle soit sujette à 
quelques difficultés qui disparaissent lorsqu'on justifie 
directement, comme nous l’avons fait d’abord, la forme 
attribuée à l’intégrale générale, dans l’hypothèse où 
l’équation (m2) acquiert des racines égales. 

461. L’équation (6) peut rarement s'intégrer lorsque 
les coefficients sont des fonctions de x. Prenons pour 
exemple équation du second ordre 

PAIE QRE 0: 
si lon pose 
Vi Es (d) 
elle devient 
dz 


dz a RTE 
pr el + Pz + Q — 0; 


et lorsque cette équation du premier ordre en z et x 
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peut s'intégrer, par la séparation des variables ou au- 
trement, on a par les quadratures la valeur de y en æ. 
En général, si l’on substitue dans léquation (0) la 
valeur de y en z donnée par l'équation (4), la trans- 
formée en z et x s’abaisse à l’ordre 2—1, mais en cessant 
d’être linéaire. 
On intègre les équations linéaires de la forme 
(a + bx)'y() + P(a + bxÿ y) Æ Q(a + br) y)... 
...+T(a+bx) + U—o, ar fe) 
où P,Q......T,U désignent encore des coefficients cons- 
tants, en posant y—(a—bx)}", ce qui donne, pour déter- 
miner 72, l'équation algébrique du degré 7 


m{m —1)...(m— 1 + +R m(m— 1)...(m—n +42) 
Q Trot 
Mosardmr) (mn RS)... Fi 
en sorte que, si l’on désigne par 77,,m,,.... m, les n ra- 
cines de cette équation, et par C,, C,,....C, des cons- 
tantes arbitraires, l’équation (e) a pour intégrale gé- 
nérale | 
y= Ca + br)" + C,(a + ba) +... 4 Ca + ba}. 
Cette intégrale est donc transcendante, à moins que 
l'équation en 72 n'ait toutes ses racines rationnelles. 
462. Si l'on connaissait une valeur particulière y,, 
propre à satisfaire à l'équation (), on pourrait abaisser 
d'une unité l’ordre de l'équation (4) et même l’ordre de 
l'équation (a). Pour cela il suffirait de faire 
77, fade, P) 
z désignant, comme ci-dessus, une nouvelle variable, 
fonction de +. Remarquons à cet effet que, si l’on dé- 
signe par &,v des fonctions quelconques d’une même 
variable indépendante, on a : 
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d.uv —=udo + vdu, 
d?.uv —udu + 2dudv + vd'u, 


nee ss set ee. ee © + ee © 


d.uv — DRE .dud'-"v LCD pd +. :. 
I Î 


+ . .dvd'-1u + d'u. 


En conséquence de ces formules, la substitution de la 
valeur de y dans l’équation (a) donne 
20) (ny + Pr, 22) 


F TE Ly, +(2—1)Pr,+Q7 | 2) E Le 


+ (y + PQ y) +... HUr,)fzdx = V. 
Or, le coefficient de / zdx dans cette équation est nul par 
hypothèse, puisque y, est une intégrale particulière de 
l’équation (b). Si l’on divise cette équation par y, qui est 
une fonction connue de x, on la ramènera donc à la 
forme | 


V 
au) Part) + Qu-D +... HTz——; (a) 
Jr 


P,,Q,,...T,, désignant comme P,Q, . . . .T, des fonctions 
connues de x, et l’ordre de l'équation (a) se trouvera 
abaissé d’une unité. | 
Dans le cas où il s'agit d'intégrer, non pas l’équation 
(a), mais l'équation (b), la dernière Fos obtenue 
est remplacée par 
a) LPzm-) + Q SL... LT zo. (b,) 
Dans cette hypothèse, si l’on connaissait une seconde 
valeur particulière y,, propre à vérifier l'équation (0), 
l’une des valeurs de z tirées de l'équation (4,) devrait 
vérifier l'équation ( f), après qu’on y aurait remplacé y 
par >,. On aurait donc, en désignant par z, cette valeur 
particulière de z, 
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d 2) 
Jr 


Ya TJ CAO z, RU rent 


Donc, si l’on connaît deux intégrales particulières 
de léquation (b), on connaîtra par cela même une inté- 
grale particulière de l’équation (,); et par suite l’ordre 
de l’équation (b,) s’abaissera d’une unité au moyen de la 
transformation 2—z, fudx. Comme ce raisonnement 
peut être continué de proche en proche, il s’ensuit que 
si l’on connaît »2 intégrales particulières de l'équation 
(6), l'intégration générale de cette équation, et même 
celle de l'équation (a), seront ramenées à dépendre de 
l'intégration d’une équation différentielle de l’ordre 
n—1n; de façon que celle-ci étant intégrée, on aura l'in- 
tégrale générale de l’équation (a) par de simples qua- 
dratures. Ce beau théorème est dû à Lagrange; mais la 
démonstration donnée ci-dessus, a lavantage, comme 
M. Libri l’a fait voir dans un mémoire fort intéressant (*), 
de mettre parfaitement en lumière les analogies qui rat- 
tachent étroitement la théorie des équations algébriques 
à celle de l’intégration des équations différentielles li- 


néaires. 

463. Quand les coefficients P,Q,....U de l’équation 
(a) sont des nombres constants, le dernier terme V étant 
seul fonction de x, on connaît » intégrales particulières 


de l'équation (). 
Ver, Ja enr. Ynen er: 
# + « . 93/ 
Myl,s....M, désignant toujours les racines de l’équa- 
tion (77). L'intégration générale de l'équation (a) se 
* / 
trouve donc ramenée aux quadratures. 


(*) Journal de mathématiques de M. Crelle, tom. X. 
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Soit, par exemple, l’équation linéaire du second 

ordre 

J'+Pr +Qr—=Y, 
où P,Q désignent des nombres constants : 7,,mn, sont les 
racines de lPéquation numérique 

nà + Pm + Q—0, (g) 
et l’on a 

VE 4 Va 67%. 
Posons 

MT ele PAT. 

la transformée en z sera 
2'+ (om +P)z= Ver, ou, 7'—(m,-m, )2—= Verre, 
à cause de P——(77,<-m,). Faisons en outre 


\kS 
De UT — A J'udx=(m,—m, }e":-mX fudz: 


dx 
la transformée en w donnera 
Ve-mz 
UE ——_—_—_—__—— 
m, — m I 


De là on tire 
Z ren Verts 
ner amer Nents"dc], 
ou bien, en intégrant par parties, 
em2® L Ve-nm:zdx— em 1h Ve-ritdx 
PEL" (A) 
0 NAT 
Les deux intégrales indéfinies sont censées renfermer 
chacune une constante arbitraire. 
Lorsque 72,,n, sont deux racines imaginaires conju- 
guées, de la forme «6/5, l'expression précédente 
se change en 


az 


Ÿ —= 7 (sin Bæ f Ve-x cos Bx.dx — cospr f Ve—“sinfx. dx). 


Enfin, si l’on avait »,—m,, le second membre de lé- 


quation (2) se présenterait sous la forme ©? ; mais, en pre- 
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nant les dérivées du numérateur et du dénominateur 
par rapport au paramètre m,, et en posant ensuite 


m,—=mMm,, on trouverait pour ce cas 
7 =e"{x [NVe-mrdr— [Ne-"*xdx). 

464. Nous ne quitterons pas ce sujet sans faire con- 
naître la méthode employée communément pour démon- 
trer le théorème du n° 46. 

Supposons d’abord que l'on connaisse x intégrales 
particulières de l'équation (b), de manière qu’on ait pour 
l'intégrale générale de cette équation 

y Gy + C7, + GsYa +... +C,7: () 
nous disons que cette valeur de y peut encore être 
prise pour l'intégrale générale de l'équation (a), pourvu 
que l’on considère les facteurs C,,C,,....C,, non plus 
comme des constantes, mais comme des fonctions de x, 
qu'il s’agit de déterminer convenablement. 

Dans cette hypothèse en effet, l’on a 

r'=Gri +Cr, HG +... +Cr 
Er: Cha GE Frs ORyEN PT Cr 
(GC; désignant la dérivée de C; par rapport à x), et si l’on 
assujettit les fonctions C, à vérifier l'équation 
VaC 1 HV +Y30 3 +... +70 = 0, 
il reste 
=C,y, +C,r, +C:7'a +. CT 
comme dans le cas où les facteurs C, sont des cons- 
tantes, 

De cette dernière équation l’on tire 

JC NMEMRET ERIC LC 

+7,64 + 7,0, +730"; He: + One 
ou simplement | | 


J'=CG,y", +C,r", +0,73 +... + Gain. 
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quand on assujettit les dérivées C’, à vérifier l’équation 
de condition 

PC, +Y,C, Er C0, +... EC 

En continuant de la sorte, on trouve que la valeur de y 
donnée par l'équation (;), et qui par hypothèse vérifie 
l'équation (b), satisfait aussi à l'équation (a), pourvu 
que les dérivées C’, vérifient le système des équations de 
condition ; 

Va City Cars Ca. +Yr Go, 

Va Ci HI Ga HT Ca tesH#Yn C0, 
PACE Te OST 0 HE HET Er 0, 
NC, 7 CEE TOC EE RPC V. 

"Of, de ces équations en nombre x on tire la valeur de 
chaque inconnue C’#égale à une certaine fonction &;x, 
et par conséquent üne simple quadrature donne 

CG / Gxdr + c;, 
c;, désignant une nouvelle constante arbitraire. On ob- 
tient donc de cette manière, par de simples quadratures, 
l'intégrale générale de l’équation (a), avec les 7 cons- 
tantes arbitraires qu’elle comporte. 

Supposons maintenant que lon ne connaisse que 
n— 1 intégrales particulières de l'équation (D); et afin 
de simplifier l'exposition, prenons pour types des équa- 
tions (a) et (b) les équations du 4° ordre 

Hal niet UY = V: (14) 
MH Pr EE QT ELr + Ur—e : 
YoŸ»)'3 désignant trois fonctions connues de + qui sa- 
tisfont à la dernière équation. Si l’on veut que la fonc- 
tion 
| r=Cir: +C,y: +373 (15) 
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satisfasse à l’équation (14), on peut encore établir entre 
les facteurs inconnus C,, C,, C; les deux équations de 
condition 

FO rs OC HTrs Go, | 6 

D UNIS AAA AE PA CPE ra 

+ | 
au moyen de quoi les valeurs de y’,y” conservent la 
même forme que si les facteurs C,,C,,C:3 étaient cons- 
tants; mais les valeurs dey",7" contiennent les premières 
et.les secondes dérivées de ces mêmes facteurs; et pour 
que la fonction (15) satisfasse à l'équation (14), il faut 
encore assujettir les facteurs C,,C,,C; à vérifier une 
troisième équation 
Gé, PORC ns br) hC (ane 2) 
mme 0e me EN On CN A NE . (47) 

On tirera des équations (16) et de leurs différentielles 
les valeurs de C’,,C’;,C”,,C’; en fonction de C”,,C”,; et 
on les substituera dans léquation (17) qui deviendra 
une équation du second ordre par rapport à C,,x, ou 
du premier ordre par rapport à C',,x. Celle-ci étant in- 
tégrée, on aura la valeur de C, en x, et par suite celles 
de C:,C; en x au moyen de simples quadratures. Les 
quatre intégrations ou quadratures auront amené quatre 
constantes arbitraires, de sorte que l’intégrale (15) jouira 
de toute la généralité requise. 

En suivant absolument la même marche, on prouve- 
rait généralement que l’intégration de l'équation (a) ne 
dépend que de lintégration d’une équation de l’ordre 
n—m, et de m quadratures subséquentes, lorsqu'on 
connaît 2 intégrales particulières de l'équation (0). 


LR SLR LUS SRE LAS LED EUR LOVE L'URL LUE LI E LVL ES DUR VUE VAR VAS GR ES VOD VUE BDD LR $ à D 
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DE LINTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
PAR LES SÉRIES ET PAR LES INTÉGRALES DÉE- 
FINIES. : 


a 


465. On peut en général, à la faveur du théorème de 
Maclaurin, développer une fonction en série ordonnée 
suivant les puissances entières de la variable indépen- 
dante, lorsqu'on a entre la variable indépendante et la 
fonction une équation différentielle d’un ordre quel- 
conque. En effet, soit 

POST ENI "se 070) 
cette équation différentielle : on en déduira, par de nou. 
velles différentiations, les valeurs de y+, 714), et en 
général celles des dérivées d’un ordre quelconque supe- 
rieur à,72,.en fonction de #,y,7,#%e... 0% D'un 
autre côté, la formule de Maclaurin donne 


me y À FRE x? y" L° 
op A TPE EC Ha 
NI n n+1 
NE RER 96 PUS DAV "es 
rs 2.3. (er) on 9 1.2.3...(7+-1) 


—+etc., 

VoIT'o> etc., représentant les valeurs de y, >', etc., pour 
A0 MdeUel On fait +0, Ji" —) ele ians 
les expressions de yl), 7{*#1), etc., déduites de l'équation 
différentielle proposée et de ses dérivées successives, on 
déterminera tous les coefficients de la série qui précède, 
en fonction des #7 premiers coefficients y, Yo. . : Yol"). 

VAT 17 
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Ceux-ci resteront arbitraires et donneront à l'expression 
de y toute la généralité qu’elle comporte. Une telle 
série peut servir à calculer les valeurs numériques de 
y pour toutes les valeurs de x qui rendent la série con- 
vergente. 

Prenons pour exemple léquation y ——\y+#x) : le 
calcul indiqué donnera 


2 


En x æ A 
Arr 4 sp ee a in 
à x x° 
NT OR re ca VE 0) US ENS NU 0 


L'équation proposée est de celles qui peuvent s’inté- 
grer en termes finis; par conséquent la série précédente 
est de celles qui peuvent être sommées ; et en effet, l’on 
met l'expression de y sous la forme 


ne 6) OUR ND Er x* 4. 
D Or (RE Trot 1.2.) AN Je mAète.) 
LEE x \ 
LEE AE QT | — re; —? TS 22473, 
+ 6(1 D ME LUE (Yo —6)e "+ 6(1-x)+3x° 7 ; 


et cette valeur de y se confond avec celle que donne 
l'équation (4) du n° 44o, quand on remplace la cons- 
tante arbitraire y,—6 par la constante C, pareillement 


arbitraire, 
Considérons encore l’équation : 
VV= — xy : (x) 
on aura pour le développement en série 
} ai mi ; TS 
Y=Ÿo FI 0 UE LA TETE 
6 7 


x À AMV 4 | 
+ 4 OU EIG LE AE à EP PA pes (2) 


466. Si la valeur x—0 rendait infinis les coefficients 
différentiels, à partir d’un ordre quelconque, 1l faudrait 
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md 


ordonner la série, non plus suivant les puissances de x, 
mais suivant les puissances de x—a, a étant une va- 
leur de x qui ne rend point les coefficients différentiels 
infinis. En ANT on aurait 
(aa) om —— 
I=Ta+ I Ai ms 4; à nl Ban (3) 
DT TN us désignant les valeurs de y,y',7", etc., 
pour 4Æ—4a. ; 
Soit, par exemple, 


p=—(+c) OU x +y+x—=o 


l’équation proposée : la valeur æ—o rend y’, infini, à 
moins que y, ne s’évanouisse. Dès lors, ce cas particulier 
excepté, la série de Maclaurin ne peut pas être em- 
ployée sous la forme ordinaire. Si on lui fait subir la 
transformation indiquée, on trouve 


PRE RE a 

ETS a I 
Arts se à go a )(æ—a) te LC 
a 1.2 a 1.2. 


a désignant une valeur quelconque de x, autre que 
zéro. 


La différentiation de l’équation proposée donne 
ZY' +27 +2x—0, xy"+37"+2—0, xy°+47""—0, etc.; 
d’où l’on conclut, dans l'hypothèse où l’on aurait à la 


fois x — 0, y—0, (aucune des fonctions dérivées ne de- 
venant infinie), 


244 


JAH EX Loerr ot AM 1e 205: NERO NILE 
En conséquence la proposée a pour intégrale parti- 
culière (correspondant à l'hypothèse 7,—0)7——2?. 
En effet, l’on a trouvé [440] pour l'intégrale en termes 
finis 


17 : 
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Ÿ em nn [UE © 


D MNT die? 


et cette valeur de y, qui ne peut se développer suivant 


les puissances de x, tant que la constante C n’est pas 
nulle, reproduit la série (4) lorsqu'on la développe sui- 
vant les puissances entières de 4—4, pourvu qu'on pose, 
ainsi que cela est permis, C—ay.43a*. 

467. Soit encore l'équation 


PURE OÙ Zy  +Y—0o. (b) 
W 4 

La valeur x—o rend y”, infini, à moins USD ne s'é- 

vanouisse. C’est-donc le cas d'employer la série (34 qui 


devient 


BR TEE 2. Mie LOS Ja ay'a (za) a) +-etc., (6) 
Fe ah 10 a? TO 


et qui dépend des deux constantes arbitraires y, 7" 
Les dérivées successives de l’équation proposée sont 
ay +y"— y —=o, LV + NME Ed 
xy" +37" + y" — 0, etc.; 
ce qui donne, dans l'hypothèse où la valeur 4—o annu- 


lerait y et ne rendrait infinie aucune des dérivées y’,y”, 


y"”,etc., 
v 4 ! 
tr ALES ! (2424 LAUEI JA o TT een à oO 
A met VY => ) : te à ra 7 < etc. 
Je OPA TA Y 1:59: À 
et Hs suite 
L'xr ur I x 
FE + — ————; etc). (7) 


1 1.2 noir) 20 04 


Mais comme ce développement ne dépend que de la 
constante arbitraire y”, il ne représente qu'une intégrale 
particulière de léquation proposée, laquelle intégrale 
correspond à l’hypothèse 700. 

Représentons par y, la fonction de + que détermine 
la série toujours convergente 
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: de M Has 1 æf 14 
ETC: 
TA MES T:2.9 V/T.2.3 rm 4 


on peut exprimer l'intégrale générale de l'équation 
(5), qui est linéaire, par y —C,y,, pourvu que lon 
considère C,, non plus comme une constante, mais 
comme une fonction de x, qu'il faut déterminer en 
appliquant le procédé du n° 464. On obtient ainsi lé- 
quation é 


C"” he 00 )33 , APTE De - Saab 
on Ca LOU CAE FLE dx 


d \ . r . . 
où, par deux intégrations successives, 


d è 
Che Cine, f+e,, 
D Lee 


c,€, désignant deux constantes arbitraires. Ainsi linté- 
grale générale de l’équation (5) a pour expression, outre 
la série (6), 


ne Ce fR+e) , ou bien VC 


468. La fonction déterminée par une équation diffé- 


TL 
2 +e.) 


rentielle peut souvent se développer en série procédant 
suivant les puissances négatives ou fractionnaires de la 
variable indépendante. Quand de tels développements 
sont possibles, on les obtient par la méthode des coeffi- 
cients indéterminés, dont l’usage est presque toujours 
préférable à l'emploi direct de la série de Maclaurin, 
lors même que le développement est susceptible de 
procéder suivant les puissances entières et positives de 
la variable indépendante, ainsi que le montrera l’exemple 
suivant. 
Prenons l'équation 
M'EST, (8) 


qui comprend comme cas particuliers les équations (1) 
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et (5): il s’agit de savoir si l’on peut en représenter l’in- 
tégrale par la série 

Y = Âxt+ À 2 A at: + A, etc.; 
en déterminant convenablement les coefficients A: et les 
exposants a; qui peuvent être positifs ou négatifs, en- 
tiers ou fractionnaires. 

La substitution de cette valeur de y dans l'équation 
proposée donne 
Aa(a—1)2%-?+ A ,a,(æ,—1)x 24 A ,a,(x,—1 x —2-petc. 

— kA Er 4 LA arte XA xeitr À etc. 

On ne peut rendre cette équation identique qu'en 

posant 

a(a—1)—0, (9) 

a+ iÜn+2), 
Aja(a; —1)—=4A;,, 

au moyen de quoi tous les exposants «, sont numéri- 
quement déterminés, et tous les coefficients A, s’expri- 
ment en fonction de À, qui tient lieu de constante ar- 
bitraire. 

On satisfait à l’équation (9) de deux manières, en pre- 
nant «—0 et «1. À ces deux solutions correspondent 
deux séries distinctes, chacune renfermant un coefficient 
arbitraire, et qui toutes deux vérifient l'équation (8) 
dont elles sont des intégrales particulières. La somme 
des deux séries donne donc l'intégrale générale [455]; 
et si l’on désigne par C,,C, les valeurs du coefficient A 
qui correspondent respectivement à 40, a4—1, on 
trouve sans difficulté, pour l'expression en série de lin- 
tégrale complète, 


kr: LR He : 

UE Genoa) À nn) * 

+ Cali + PAU en 0 + MN THEM NRNS + etc}. 
| (n+-2)(n4-3) (n+2)(n+3)(272+-4)(2n+- 5) 


INTÉGRATION PAR LES SÉRIES. 263 


Toutes les fois que l’exposant z# est un nombre entier 
positif, cette série procède suivant les puissances entières 
et positives de x, et coïncide nécessairement avec celle 
que l’on déduirait de la formule de Maclaurin. €, et C,, 
représentent alors y, et y. Si l’on fait en particulier 
——1, n—1, on retombe sur la série (2); et cette 
dernière manière de l’obtenir a l'avantage de mettre 
en évidence la loi de formation des coefficients suc- 
cessifs. 

Lorsqu'il reste moins de coefficients indéterminés dans 
la série qu'il n’y a d'unités dans l’exposant de l’ordre de 
l’équation différentielle, la série ne représente qu’une 
intégrale particulière : c’est la preuve qu’on ne peut dé- 
velopper la fonction suivant une série de cette forme, 
qu'en assujettissant implicitement les constantes arbi- 
traires à des conditions qui en réduisent le nombre et qui 
restreignent la généralité de l'équation différentielle 
proposée. 

Si, par exemple, on supposait dans l’équation (8) 
K——1,n——1, ce qui la ferait coïncider avec léqua- 
tion (5), les différents termes de la série qui multiplie 
C, deviendraient infinis à partir du second : ainsi cette 
série doit être supprimée, comme cessant de représenter 
une intégrale particulière de l’équation (8); bien entendu 
que la série qui multiplie C, coïncide alors avec celle 
qui multiplie >”, dans équation (7). 

469. Conformément à la remarque du n° 461, l’équa- 
tion (8) s’abaisse au premier ordre, mais en cessant d’être 
linéaire, si l’on fait y—e/“", ce qui donne pour la trans- 
formée en z 

dz 


DSP EL 


dx 
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Réciproquement, étant donnée l’équation du premier 
ordre 
y + ay? —=bx", (10) 
(qui porte le nom de Riccati, et qui a été l’objet de 
beaucoup de recherches), on en ramènera l'intégration 
à celle de l’équation (8), qui est plus simple à cause de 
la forme binomiale et linéaire, en posant 
1 du 
LT a 


d’où, pour la transformée en 4, 


d°u B 
= ADUK" 
dx° î 
équation identique avec (8), lorsqu'on remplace u par y, 
et ab par k. 
On ramène encore l'équation (8) à la forme 
42 5 4h 
cr m4 V2) (11) 
en changeant de variable indépendante et en posant 
h, qu 
x? —=l; car on trouve ainsi 


CU Cor Men (12) 


PTE nn CA _. 


et pour faire coïncider les équations (11) et (12), il suffit 
de changer { en x et de prendre 


n k 
SRE RER * 
Gi) 
2 
Enfin l'équation 
”. mfm—i 
le à G3 


rentre encore dans les équations (8), (10) et (11), puis- 
qu'il suffit de faire y—x"u, pour la changer en 
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d°u om du 

dx? ‘ x dx 

Les équations (11) et (13) se présentent dans des pro- 
blèmes de physique mathématique, et sous ce rapport 


AU: 


elles offrent plus d'intérêt que les équations (8) et (10) 
dont elles sont des transformées. 

470. Si nous nous étions proposé d'appliquer direc- 
tement à l'équation (13)la méthode suivie pour le dé- 
veloppement en série de l'intégrale de l'équation (8), nous 
aurions eu à rendre identique l’équation 

A[a(x—1)—m(m—1)]x"-2+ Afa(a,—1)-—m{m—1)|x"—? 
+ À, [a,(a, — 1)— mm —1)|x272 + etc. 
— hA xt + AA,x: + RA,x®2 + etc. ; 
ce qui entraine les conditions 
a(æ—1)—m(m—1)=o, (14) 
A — a+ 24, 
Ailoi(o;— 1) — m(m— 1) = AA; 
La troisième formule devient, quand on remplace «; par 
sa valeur tirée de la seconde, 

Aia(æ—1)+ai2it+oa—1)—m(m—1)—#hA;,, 
ou plus simplement, en vertu de la première condi- 
tion, 

21(22 + 24—1)A;— AA; ,. (x5) 
Les racines de l'équation (r4) sont «—mn, a—1—1n: 
on trouve en conséquence pour la valeur de lintégrale 
complète, exprimée en séries, 


—Ç 77 hx° Leo Aer + etc | 
TO Reg ea Li 2.4.(2m+1)(2m+3) 
hx° Rx 


- 
2(3— 2m)  2.4.(3—2m)(5—2m) 
* 471. Les séries que l’on vient d'obtenir ont cela de 
remarquable qu’elles peuvent être sommées et remplacées 


\ 
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par des intégrales définies de la nature de celles que 
nous avons considérées dans les trois derniers chapitres 
du livre précédent. Effectivement, quand on fait dans la 
formule (v) du n° 309, x—ow,u—2a—1,v—:, il 
vient 


D LE cos’ o sin? 
J'cos?i © SIN 27 OO = ———— 
214924 —-I 


21— 1 
———— f'cos—? 0 sin #*-" oo ; 
+R Tr: 
et si l’on prend 0, x pour limites des intégrales, le 
terme hors du signe / s’'évanouit toutes les fois que « est 
une quantité réelle positive, ou une quantité imagi- 


naire à partie réelle positive, en sorte qu’on a 


T : À 
Î. cos?! & sin "40 
[0] 


22 — 1: T : 
= ———— Ù| cos" 06 sin "ode. (16) 
21-24 lo 

En vertu de cette dernière relation, l’équation (15) 

se trouve satisfaite, si l’on pose 
A: F A On 
A cos’! © sin" 6do ; 

Lf o 


Mit: (or (ma 


et par suite on peut mettre l'intégrale obtenue sous la 


forme 
à T hx° h°x* À 
FU (x +-— cos 0 + ——— cos'w+-etc.)sin?”"—"ode 
o 1.2 1.2.3.4 
T hx° k°x" ' 
+ Ga f (14 cos 04 © costw+ etc.)sin" —226d0, 
[a] ri . 2 I .2.3.4 


en attribuant successivement à «les valeurs 72 et 1—7n, 
qui sont les racines de l'équation (14). 
Maintenant on a 


hx° kx* ñ h°x° . 
COS? @ + ———— COS! & +-——— COS &@ + etc. 


pi2 1.2.3.4 2.2.) 400 


— COS(L/T av 3. cos w)—=+ eVh COS 6 _p 1 ertVh:.cos « É 


1 + 
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donc | 
Ff hosvr : VE " 
4 ji Un _ et JAN CE . COS w sin?" —" 4 
() 2 0) 
7 M — 
+Garf ( eV? -cosw 5 e-°VÀ . COS + }sine=" owd. 
O 2 2 


Cette expression peut encore se simplifier; car on a, à 
cause du choix des limites et de la nature des fonctions 
sin &, COS &, > 


T £ F 4 
J etes v sin’ WA —f. eb 5 % sin” do ; 
O O 


T AS 
ve Cuerf eV: Sin oo 
O 


donc 


T _ 
à Gare f) eee pisin To Te) (19) 
O 


L'équation (16) ne subsiste que sous la condition que 
x désigne une quantité réelle positive, ou une quantité 
imaginaire à partie réelle positive. Donc, pour ne consi- 
dérer que le cas de la réalité des valeurs, équation (17) 
ne subsiste que sous la condition que #2 et 1—n dési- 
gnent des nombres positifs, ou que la quantité »2 tombe 
entre les limites o, 1. Moyennant cette restriction, lé- 
quation (17) donnera l’intégrale complète de l’équation 
(13), exprimée par des intégrales définies. 

Aux limites m—0,m=—r1, l'équation (13) se réduit à 
y'—=hy, et l’on sait que dans ce cas elle a pour inté- 
grale complète 

T— Ce Vh + Ce. 


Quand on fait dans la formule (17) m—*+, elle 
donne 


Ÿ ee (C, 2h Cf. erVA. cos w do ; 


et comme les deux constantes arbitraires C,,C, se con- 
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fondent en une seule, on n’a plus qu’une intégrale par- 
ticulière. Cependant, même dans ce cas, on obtient lin- 
tégrale complète par un artifice de calcul déjà employé 
[460]. Faisons dans le terme qui multiplie C,,m—x et' 


I 


dans celui qui multiplie C,, m—:;+#e: il viendra 


2 


® fm je 
= zx eVh.cosv Jo 
O 


+ Cu rf eV SUD D) do) 
Oo 


Or on a 


3 
- 3 (log u) + etc.; 


€ e? 
Ur — — log uw + — (los a} — 
bre el g u) 1. 


de sorte que si l’on développe l'expression (18) suivant 


les puissances de £, et qu’on pose CC, —A, C,s——B, 


il viendra 


1 — aaf etVh.cosv// 
O 
ame INA ‘log (x sin” w)do + eBX, 
(eo) 


X désignant une quantité qui conserve une valeur finie 
quand & s’évanouit. Donc, si l’on pose maintenant &—0, 
on aura 


D Ava” eV. co 0 Je 
O 
+ B af, erVh. solos (x sin’ w)do, 
O 


pour l’intégrale complète de équation (13) qui devient 
dans ce cas 

y 
ie Li 


4x 


él pl 


“472. Si m a une valeur positive plus grande que 
l’unité, le terme affecté du coefficient C, doit être 
supprimé dans l’équation (57); et au contraire on ne 
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doit conserver que ce terme quand 7» à une valeur 
négative. Dans l’un et l’autre cas on n'obtient donc 
immédiatement, sous forme finie, qu'une intégrale par- 
ticulière de l’équation (13). Soit y, cette intégrale parti- 
culière dans laquelle on aura fait, pour plus de simplicité, 
la constante arbitraire égale à l’unité : on trouvera, par 
un calcul semblable à celui du n° 467, que l'intégrale 


générale est 
dx ns 
nr, FEU (19) 


Si l’on pose cos 6«—Ÿ, on mettra l’équation (17) sous 
la forme 


rie fe eVR (ins dt 
— I 


EL à , 
+ Ga nf eVR Er) dl; 
TI 
l'équation (13) aura pour intégrales particulières, dans 
le cas de m>1, 


AN 
ÿ= Car erVh: (a — Cyr: dE, (20) 
LL 
et dans le cas de 72 < 0, 
TT Fev E(r tnt, (2) 
—1 


Il est clair, d’après le n° 313, que quand 7» désigne un 
nombre entier positif, l'intégration définie indiquée dans 
la formule (20) s'effectue, et qu'il en est de même de 
l'intégration indiquée dans la formule (21), lorsque 7n 
désigne un nombre entier négatif. Donc, toutes les fois 
que 7x désigne un nombre entier, positif ou négatif, on 
a sous forme finie, et dégagée du signe /, une intégrale 
particulière de léquation (13); et d’après la formule 
(19), la détermination de l'intégrale générale de cette 
même équation se trouve ramenée aux quadratures. 
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* 473. Rappelons maintenant que l'équation de 


Riccati 
y + ay = bx" (10) 
se change lorsque l’on pose 
ANA 772 
ma IE CU ab = k 
4 au dx? ( 
en 
du 
SAC au kux", 
équation qui devient à son tour 
du om du h 
—— + —  ——hu 
dé? LENUAS 3 
et enfin 
dv ram —'I 
SE ATANIET PS do = ho (22) 
quand on pose 
. - n A 
vA lis BTS) fe » Ve TEU 
2 —+- f 
2 


Soit m— Er, : désignant un nombre entier positif: on 
tirera de la seconde des équations précédentes 

n= À, (23) 

21 + I 

L'intégrale générale de l'équation (22) se ramène aux 
quadratures, toutes les fois que 72 est un nombre entier 
positif : donc l'intégrale générale de l’équation de Ric- 
cati est aussi ramenée aux quadratures, pour toutes les 
valeurs de z comprises dans la formule (23); ce qu'on 
trouverait également en cherchant dans quels cas l’é- 
quation de Riccati se prête à la séparation des va- 
riables. 
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CHAPITRE IV. 


—— ne — — 


THÉORIE DES INTÉGRALES SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES A DEUX VARIABLES, 


DE 


$ 1°. Intégrales singulières des équations différentielles 


du premier ordre. 


474. Soit 
f(æ7,r')=0 (f) 
une équation différentielle du premier ordre, dont on a 
l'intégrale complète sous la forme 


F(x,7,a)—0, (a) 
a désignant la constante arbitraire introduite par l’in- 
tégration : d’après ce qu'on a déjà vu [liv. IV, chap. II], 
l'équation 
p(t,r)—0, (æ) 
résultant de l'élimination de & entre l'intégrale (a) et 
l’une des équations 
dF dE 
Ta 0) À mL. à (a) 
satisfait encore à l'équation ( f‘) dont elle est une inté- 
grale singulière; à moins qu’elle ne se confonde avec 
une intégrale particulière, la valeur de à tirée de l’une 
des équations (a”) se réduisant à une constante, ou à une 
fonction de x,y qui elle-même se réduit à une constante 
en vertu de l'équation (9). On sait de plus, que l'équation 
(?) appartient à une ligne qui touche ou enveloppe 
toutes les lignes dont le système est représenté par l’in- 
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tégrale générale (a), tant que le paramètre a conserve 
son indétermination. 

De là résulte une règle très-simple pour trouver les 
intégrales singulières d’une équation différentielle du 
premier ordre, dont on a préalablement déterminé l’in- 
tégrale générale : nous disons de plus que ces intégrales 
smgulières peuvent être assignées, sans qu'on ait be- 
soin de connaître l'intégrale générale, et lors même qu'il 
y aurait impossibilité d’assigner à l'intégrale générale 
une expression analytique sous forme finie, ce qui est le 
cas le plus ordinaire. 

Effectivement la ligne enveloppe qui représente l’in- 
tégrale singulière, ne peut exister que lorsqu'il y a inter- 
section entre Îles lignes qui représentent des intégrales 
particulières, et qui répondent à des valeurs distinctes 
de la constante arbitraire. Donc, pour les valeurs de x, y 
relatives à ces points d’intersection, la valeur de y’ en 
x, 7, tirée de l'équation ( f}, doit être multiple; c’est-à- 
dire que cette équation, supposée algébrique, doit être 
du second degré ou d’un degré supérieur par rapport 
à y’, après qu'on en à fait disparaître les radicaux. 

Il suit de là qu'en général tous les points correspon- 
dant à des valeurs de x,y qui ne rendent pas y” ima- 
ginaire, sont les points d’intersection de deux lignes au 
moins, prises parmi celles qui représentent des intégrales 
particulières. 

Mais, pour les points situés sur l'enveloppe ou sur la 
ligne de contact de toutes ces courbes, il n’y a plus d’in- 
tersection, ou du moins une intersection disparaît : donc 
il faut que l'équation ( f), où l’on considère y” comme 
l’inconnue, acquière alors des racines multiples, ce qui 
entraine la condition 
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g_ Fa 
d te TOR J ) 
Donc réciproquement l'équation ( be 1) détermine la rela- 
tion entre x et y qui caractérise la ligne de contact ou 
l'intégrale singulière. 
Prenons pour exemple l'équation différentielle 


J(x—r)—02xyy =x", (x) 
qui a pour intégrale générale 
1 SA) TU Lidi. (2) 


a désignant la constante arbitraire. 

La première équation (a’) donne dans ce cas a——y, 
et cette valeur de a, substituée dans l’équation (2), donne 
pour intégrale singulière x?+7°—r°=—0. Or, sans qu’on 
ait besoin de connaître l’intégrale (2), l'équation ( /') 
fournit la relation 

L 
DE trmoanss 
et cette valeur de y”, substituée dans l’équation (1), re- 
produit l'intégrale singulière déduite en premier lieu 
de l’intégrale générale. 

475. Le succès de cette méthode tient à ce que l’é- 
quation différentielle est préparée de manière à ne pas 
contenir de radicaux. Si au contraire elle était résolue 
par rapport à y’, ou mise sous la forme y» —f(x,7), la 
méthode se trouverait en défaut. Mais 1l faut remarquer 
que lorsqu'on différentie l'équation ( f) par rapport à 
y et par rapport à x, en y considérant y’ comme une 
fonction des variables x,y, déterminée implicitement 
par cette équation, on a 

dj df df dj df.df 
dy dy dy) dx = dr dy 
Or, la valeur de y en x qui appartient à l’intégrale sin- 
CNIL: 18 
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{ jte Ca k | 
gulière, fait évanouir 7 : donc la même valeur doit 
} 
: y" dt 
rendre infinis les coefficients différéntiels Ÿ Dn après 


qu'on y a substitué pour y’ sa valeur en x, y, tirée de 
l’équation | f ). Par conséquent, si l’on peut déduire des 
équations 

er) Mer) 

es ee) , À 

Mrs 
une valeur de y en + qui satisfasse aussi à l'équation 
| f}, cette valeur reproduira l'intégrale singulière. 
Par exemple, l'équation (1), résolue par rapport à ?”, 


donne 
Lara M het 
fx, y) ris €? — y? a Ta du, DE. 
d'où 
df(x,7) ap L À V2" +7" —r° in 
dy TO 2 —r? Waty2—r 4 


M a ob is 
LÉ LIUI (x —r Ve pp r ? 
et ces valeurs deviennent infinies quand on pose 
x? y —17—0, ce qui satisfait à l’équation (r) dont on 
obtient ainsi l'intégrale singulière. 
476. Quand on différentie l’équation ( f), en y trai- 
tant y, y comme des fonctions implicites de x, il 


vient 
bus EE ar ue 7 
d’où 
x g. df. 
JR ES TE gd “dr (e) 


Mais la valeur de y en x qui donne l'intégrale sin- 


# 
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guère, annule se et réduit l'équation ( f” ) à 
y 


done cette même valeur de y en x met sous la forme? la 
valeur 
PR CAPE 
Ÿ Wx,7,7') = 
donnée par l'équation (c); ce qui fournit encore un au- 
tre procédé pour trouver l'intégrale singulière. En effet, 
l'on posera 
pa,r,r')=0, ÙWx,r,7)=0; 

puis on éliminera successivement y’ entre chacune de ces 
deux équations et la proposée ( / ). Si les deux équations 
résultantes ont un facteur commun, ce facteur donnera 
l’intégrale singulière cherchée. 

En opérant de cette manière sur lPéquation (1), on 
trouve 
IA TAN à | 

Je —r?)—a2y 
L’'élimination de y’ entre la proposée et chacune des 


SA 


équations 

PRET 0 M ARTE AN re 0, 
donne pour résultantes où le facteur commun est en 
évidence, 


2 2 
(x + y —r")—0 A one —r)—0 
y * À a x? —_ y? LA et à VERS 

* 477. Il est essentiel de remarquer que la considé- 


ration géométrique sur laquelle on s’est fondé dans les 


5 
trois n® qui précèdent, s'applique à toutes les lignes de 
contact des courbes données par lPintégrale générale, 
aussi bien à celles qui pourraient exceptionnellement 
représenter des intégrales particulières qu’à celles qui 


10. 


% 
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représentent des intégrales singulières. Ainsi, après qu’on 
aurait cherché les intégrales singulières par l’un des 
procédés. indiqués ci-dessus, il faudrait en outre s'assurer 
qu'on ne peut pas les faire rentrer dans l'intégrale gé- 
nérale, en particularisant convenablement la constante : 
vérification impossible, tant que l'intégrale générale 
n’est pas donnée. Le caractère distinctif des intégrales 
singulières doit donc se tirer de considérations analy- 
tiques, et pour cela il faut reprendre la question sous un 
nouveau point de vue. 
Considérons une équation différentielle du premier 
ordre, mise sous la forme 
J'—{x,r) 0, (à) 
à laquelle satisfait l'équation y—X, X désignant une 
certaine fonction de x, sans constante arbitraire, de sorte 
qu'on ait identiquement 
a — f(xz,X)—0. (e) 
Pour que l’équation y—X. coïncide avec une intégrale 
particulière, il faut que l'intégrale générale puisse être 
mise sous la forme 
= X+:, (8) 
e désignant la constante arbitraire, et une fonction de 
x et de €, qui ne s’évanouit ni ne devient infinie pour 
e—0. On aura en même temps 
fx,r)—=fKx,X) + (c9).6, (2) 
k désignant l’exposant de la plus haute puissance de € 
qui soit facteur de 
fx, X + ep) — f(x, X) ) 
et ü indiquant une fonction de + et de so, qui ne 
devient point nulle ou infinie pour so. Posons 
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P—®, HE“, He, + etc. 
D— D, + (eo) :o, + (ep)fTD, + etc. 
en désignant par 9, &,; des fonctions de x,et par a; 
des exposants positifs formant une série croissante : 
puisque la fonction f est donnée, on connaîtra le déve- 
loppement de f(x, Xe) suivant les puissances de «y; 
et par conséquent les fonctions &;, ainsi que les nombres 
B;, sont censés connus : il s’agit de déterminer les fonc- 
tions ®; et les exposants x; de manière à satisfaire à l’é- 
quation (2) indépendamment de &. 
Or, la substitution donne, après qu'on a supprimé les 
termes qui se détruisent en vertu de l’équation (e), 


do, ide: . d9, 
(a, + 1) 7 (aæ, + 1) ne tete. 


5 4 
= eo, + ep, + eo, + etc.ŸG, (a) 
+ eo, + Etp, + 559, + etc.) FT, + etc. 
Supposons #—1 : on aura, pour déterminer %,, lé- 
quation 
de, 
dx 
il faudra poser ensuite 


=D ) d'où Po rs Pin 


dy, 
a —=$,+1, (B,+0) = — quo, ; 


K, 

et en continuant ainsi,on déterminera de proche en pro- 
che toutes les quantités qui entrent dans le développe- 
ment de ®, c’est-à-dire qu'on développera lintégrale 
générale en série ordonnée suivant les puissances 
de e. 

Soit > 1:0on ne pourra rendre l'équation (x) iden- 
tique qu’en posant d’abord 


0 
—— == O ou == CONISV 
dx 5) ? 
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Prenons, pour plus de simplicité, cette constante 
égale à l’unité : on fera ensuite 

I 
k+: 
et en prolongeant le même calcul, on obtiendra encore 


nu us | 
dk, (a +i)=c, doù qp=—/5.dr; 


successivement tous les termes du développement de lin- 
tégrale générale. 

Mais si l'on a au contraire #< 1, il sera impossible 
de rendre léquation (x) identique : par conséquent la 
solution y—X ne pourra pas résulter de lintégrale gé- 
nérale moyennant la particularisation d'une constante 
arbitraire ; ce sera donc une intégrale singulière de la 
proposée. 

Or, d’après ce qu’on a vu sur les eas de défaut de la 
série de Taylor [106|, la valeur X, pour laquelle l’expo- 
sant # est <1, rend infinie la dérivée 

di(x,y) _dy", 
PR ARR 
donc l'équation . — + æ est le véritable criterturn des 


intégrales singulières, et les renferme toutes comme fac- 
teurs, à l’exception de celles qui seraient de la forme 
æ—=const., et qu’on obtiendra en traitant dans la pro- 
posée la variable y comme indépendante. 

Par conséquent, en nous reportant aux équations (D), 


| ect . df 
si les valeurs de y en x qui font évanouir +7, COnser- 
4 


dfii:d \ 
vent aux dérivées a ai des valeurs finies, ces valeurs 
dy. dx 


appartiendront à des intégrales singulières de (f); 
mais si elles annulent ces mêmes dérivées, 1l faudra 
chercher par les procédés ordinaires les valeurs des se- 
conds membres des équations (D), qui se présentent alors 


DES ÉQUATIONS INTÉGRALES SINGULIÈRES. 279 
sous forme indéterminée. Quand ces valeurs seront in- 
finies, les solutions qu'il s’agit d’éprouver constitueront 
encore des intégrales singulières ; sinon, elles rentreront 
dans la catégorie des intégrales particulières, et néan- 
moins. continueront de représenter des lignes enve- 
loppes. 

La démonstration que nous venons de donner, d'a- 
près M. Poisson, n’est pas exempte des difficultés atta- 
chées à l’emploi des séries qui peuvent devenir diver- 
gentes : nous aurons encore à revenir sur ce sujet, en 
parlant de la construction des équatious différentielles. 

* 478. Par les équations (d),(e),(2),(A),on a 


AGE =, = fx,r)—t{(a,X)= (po (7 —X)S; 


et si l’on change de variables en posant y—X—u, cette 


équation devient 
du 


= u*; 


dx 


& désignant alors une fonction des variables x,u, qui 
u’acquiert pas une valeur nulle où infinie pour #0. 
Nous pouvons encore changer de variables et prendre 
à cette fin #'T—v, ce qui mettra l'équation différen- 
tielle sous la forme 


LU 
ne Lofai iü) = 0. 


Pour  < 1, cette dernière équation se décompose d’elle- 
même en deux autres 


La première, qui équivaut à y—X=—=o, donne l'inte- 
orale singulière; la seconde au contraire ne peut plus 
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être satisfaite par cette intégrale singulière, puisque & est 
une fonction qui ne s'évanouit pas avec v. 

Donc, lorsqu'une équation différentielle du premier 
ordre comporte une intégrale singulière, on peut par un 
changement de variables la transformer en une autre, où 
l'intégrale singulière apparaît comme facteur commun ; 
de sorte qu'après la suppression de ce facteur la trans- 
formée n’a plus d’intégrale singulière, et représente, 
dans un système de coordonnées rectangulaires, une 
série de lignes qui n’ont pas d’enveloppe. 

"479. Appliquons ceci à l'équation 


J'?—4xy + 4y=0, où y'—2{xEV/x 7), (3) 
dont l'intégrale genérale est 


V—2UL0", (4) 
et qui représente en conséquence un système de droites 
ayant pour ligne de contact la parabole 4?— y=—o. 
Faisons x? — y—u—v? : l'équation (3) deviendra 
av, ou # À Hr)=o 
Après la suppression du facteur v, il restera l'équation 


d . : , PAST 
_ 1 —0, qui à pour intégrale générale 
X 


= (e—0), (5) 
et qui, lorsqu'on prend + pour abscïsse, et v pour or- 
donnée rectangulaire, représente un système de droites 
parallèles, n’ayant point par conséquent de ligne de 
contact. D'ailleurs, si l’on substituait pour y sa va- 
leur en » et x dans l'équation (4), on retomberait sur 
l’équation (5). 

L'application de cette méthode à l'équation (1) ne se- 
rait pas exempte de quelques difficultés, dans le cas où 
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l’on voudrait conserver x comme variable indépendante. 
Mais si l’on met cette équation sous la forme 

(x? — 7° )dy = xdi(r EV a+"), 
et si l’on chasse ensuite x? et xdx au moyen des équa- 
tions auxiliaires 


Z'Hy—r ut, xdx+ydy—=udu, 
elle prendra la forme très-simple u{(du=dy)—0; de sorte 
qu'après la suppression du facteur w, elle ne comportera 
plus d’intégrale singulière. 

" 480. Inversement, on peut transformer une équa- 
tion différentielle qui n’admet pas d’intégrale singulière, 
de manière qu'après la transformation elle admette pour 
intégrale singulière une équation donnée. Soit, par 


RITES do 
exemple, l'équation trouvée ci-dessus Fi 1 —0, dans 
20 


laquelle il s’agit de substituer pour v une fonction de x 
et d’une nouvelle variable z, telle qu'après la substitu- 
tion, l’équation résultante admette pour intégrale singu- 
lière l’équation linéaire 
2 — MT —=O. (6) 
On multipliera la proposée par (3—mx)", À désignant 
un nombre compris entre zéro et l’unité, ce qui la chan- 
gera en 
(z—mx)dv € (3— mx)dx = 0. (9) 
Cela fait, déterminons la variable z, qui doit être fonc- 


tion de v et de x, de manière qu’on ait 
dz 
k . 
= |(2— MI è 
do ( ) 
il viendra par l'intégration 
(z— mx)! 


1 f 


X désignant une fonction arbitraire de x; et par 


—y+ X, 
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suite | 
dz— mx =(3— mx) (ds 4 dX). 
Tirons de là la valeur de dv et substituons-la dans l’é- 
quation (7) : celle-ci deviendra 
dz — mdx —(3— mxY(dX dx) —0; 

et il est visible que l’équation (6) y satisfera comme in- 
tégrale singulière. . 

“481. Nous avons vu [448]que l'équation du premier 
ordre 

= 2Y 4 y 
étant soumise à une seconde différentiation, donne l’é- 
quation du second ordre 
(@+ dr" — 0, 

qui se décompose immédiatement en deux facteurs, dont 
l’un fournit l'intégrale générale, et l’autre lintégrale 
singulière de la proposée. Il faut généraliser ce fait de 
calcul , et montrer que lorsqu'une équation du premier 
ordre admet une intégrale singulière, on peut toujours 
la mettre sous une forme telle que sa dérivée se décom- 
pose en deux facteurs, dont l’un donne l'intégrale singu- 
lière, par Pélimination de y’ avec la proposée, tandis 
que l’autre, qui est annulé par la valeur de y en x tirée 
de l'intégrale générale, ne l’est plus par la valeur tirée 
de l'intégrale singulière. 


L'équation 
ARC) 
4 PT dy 0, (a 1) 
étant résolue par rapport à « donnera 
a—Ù(t,7,9"); () 


et si l’on substitue cette valeur de a dans l'équation (a), 
l’équation résultante 

F{a, 0) —0 (ÿ) 
équivaudra à l'équation @F) en ce sens que, si elles ne 
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se confondent pas, on passera de l’une à l’autre en mul- 
tipliant le premier membre de la première par une 
fonction convenablement choisie des variables x, y, Y”. 
Or,en différentiant l'équation ( 7), l’on à 

dE  dF., SaByddnl dois, 
1ÉÉnc doilide a )=e: 


et de plus la somme des deux premiers termes est iden- 
P P 


& td 


tiquement nulle, puisqu'on a substitué pour à, dans la 
fonction F, sa valeur tirée de l'équation (a’,) : donc la 
dérivée de l'équation (7 ) se réduit à 


dE pu du, do = 0 
do dx dy? dy? oi ae. 
et se décompose en deux facteurs 
ax CEE 
er Us) 
70) s lue ON, DL: 
Je dy? Mr — 0. F2.) 


L'équation (y,), qui est du second ordre, a évidemment 
pour intégrale du premier ordre l'équation (7); et Péli- 
mination de »’ entre les équations (2) et (7) aura lieu si 
l’on élimine & entre les mêmes équations, ou si l’on 
remplace & par & dans l’équation (}}, c’est-à-dire que 
cette élimination donnera l’intégrale générale de la pro- 
posée. 

De même l'élimination de y’ entre les équations (6) et 
(71) S’opérera par lélimination de & entre les mêmes 
équations, ou par l'élimination de a entre l'équation (a) 
et sa dérivée par rapport à a: elle conduira donc à l'in- 
tégrale singulière de la proposée, ou du moins à l’équa- 
tion d’une ligne de contact des courbes qui en repré- 
sentent les intégrales particulières. 

On voit aussi par ce calcul que la valeur de y en x 
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tirée de l'intégrale singulière, laquelle donne pour y une 
valeur qui vérifie la proposée, ne donne pas pour y” une 
valeur propre à vérifier léquation (7,), ni par consé- 
quent pour y”’,7"", etc., des valeurs propres à vérifier 
les dérivées successives de la proposée. 

Appliquons cette analyse à Péquation (2) : on 
aura 


dF CRUE L 
dr) An LI 24 ;, 
d’où , 
ie 2X jf 
D F(E,7 0) 2? Enr 0, (8) 


équation qui se confondrait avec (1) par l'expulsion du 
dénominateur y”?. La différentiation de l’équation (8) 


donne 
1} 21! 
x x x 
NE RE + 
| OT Nr 
ou bien 


G+5) Gr) =0 
DA CNRC DRAM 


La valeur de y’ tirée de l'équation y —0, et subs- 
se 


tituée dans la proposée, donne l'intégrale singulière 

x —+y—r—0. L'autre facteur est la dérivée par rapport 

cl . TX . , ‘ T 

à x de la fonction -;: l'intégration donne donc -;, —a ; 
UN 5 À 

et cette valeur de y’, substituée dans la proposée, re- 


produit l’équation (2). 


*$ 2. Intégrales singulières des équations différentielles 
des ordres supérieurs. 


482. Soit 
F{z, rot), a)— 0 (K) 
une intégrale première de l'équation de l’ordre #41 
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(SET à °. 70,78) = 0, | (4) 
a désignant la constante arbitraire introduite par lin- 
tégration : si l'on élimine a entre l’équation (K) et 
m | 
da }) \ 
l'équation résultante 
PAP I 3e + I) = 0 C2 
satisfera aussi à l'équation (#) et en sera une intégrale 
singulière, sauf le cas exceptionnel où la valeur de a tirée 
de l’équation (K) se réduirait à uhe constante, immédia- 
tement ou en vertu de l’équation (x), ainsi qu'on l'a ex- 
pliqué pour les équations du premier ordre. 
L’équation (4) a n intégrales premières de l’ordre », 
que l’on peut représenter par 
F,(2,7:7 9". .70,a,)—0, 
F,(2,7,7 9". .70),4,)—0, 
RARE NRO NE TO 0, 
Or, si l’on élimine respectivement les constantes arbi- 
traires de chacune de ces intégrales, au moyen des équa- 
tions dérivées 
dF, dF, dF, 
M ANDOTON, des sh —= O, 
on retombera toujours sur la même intégrale sin- 


gulière. 
Pour fixer les idées, considérons une équation du se- 
cond ordre 


LINE) 40; (£) 
dont l'intégrale complète soit 
Fr ana eo, (L) 


&;,&, étant les constantes introduites par les deux inté- 
grations successives. * 
Par la théorie générale, on aura les deux intégrales 


x“ 
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du premier ordre, en éliminant alternativement &, et 
a, entre l'équation (L) et sa dérivée 
dF dF 
— + y —0 L' 
dx dy J À (L') 
que, pour plus de commodité, nous représenterons 
par 
fx,y,7",a,,a,)—0. (F) 
Cette élimination donnera 
1 2 / 2 
Féerya,)o, F,(x,r,7,4a,)—0; 
puis on aura les intégrales singulières du premier ordre, 


en chassant à, et 4, de chacune de ces équations, au 
moyen des suivantes 


GES Éshel (Léa) 
* da, Aria "+ 


Supposons que ce soit l'intégrale singulière donnée 
par F, que nous voulions obtenir : le calcul indiqué 
revient à éliminer à,, a, entre les équations (L), (f), et 
la dérivée de celle-ci 

dE df da, 
+ — 


2 


(£) 


2 NA 


da, ‘da, 
prise par rapport à a, et 4,, mais en considérant «, 
comme une fonction de &,, implicitement déterminée 
par l’équation (L). On a donc 
da, dE dF 
da ui Nidass da 
ce qui change l'équation (f”) en 
dE df dF df 
da, da da, 


re — 0, ER 
da, a) 


Ainsi l'intégrale singulière cherchée résulte de l’élimina- 


I 


tion de 4, , a, entre les équations (L), (F), (f”,,); et comme 
2% LA LU Æ 

la dernière équation ne changeraït pas par la permuta- 

tion des indices, la proposition se trouve démontrée. Il 
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est facile d'étendre cette démonstration aux équations 
d’un ordre quelconque. 
Soit, par exemple, l'équation du second ordre 
L'ébe a ser 


si: 
| 
& 


qui à pour intégrale complète 
ZX? 
RER 20, YA La —=0, 
et pour ses deux intégrales du premier ordre 
Fe xt 24m Fat, (10) 
3 
FL 2 2 24 IN 2 2 
P4æi0 7) “(as 7) P'H(as-sa)—0. 
Les équations (L’,,) deviennent 
appt, Are 27 pt +e(a, tas) 0), 
et l’on a par l'élimination 
z—ÿ—=0, A(y—xp) (xt —7")=0: 
La seconde équation comprend la première et n’a pas 


plus de généralité : car, si l’on égale à zéro le facteur 
y—xy', on en tire une valeur de y” qui ne satisfait pas 
à l'équation proposée du second ordre. 

483. Le théorème du n° 48r s'applique sans difficulté 
aux intégrales singulières des équations d’un ordre quel- 
conque. Admettons que la proposée soit du second ordre 
et représentée par léquation (/), en sorte qu’elle ait 
pour l’une de ses intégrales du premier ordre 


MÉRITE (L,) 

en chassant & au moyen de l'équation 
dF, dF, f GATE 1/ 1 à 
da gi dy 7 AE AUS ( 1 / 


qui donne 
a = LT ST" ) 
on a l’équation du second ordre 
F,(2,7,7;©) — 0, (&) 


N 
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identique avec la proposée (/), ou qui n’en diffère que 
par la présence d’un facteur commun, fonction de x,y, 
Y',7". D'un autre côté, en chassant 4, de l'équation (L,) 
1 —0, on à l'intégrale singulière. 

a, : o' 

Or, si l’on différentie l’équation (G), en supprimant les 
termes qui disparaissent en vertu de l'équation (L,), il 


par sa valeur tirée de 


vient 


do\ar * dr ay? + 


et la démonstretion s'achève comme “Te le n° cité. On 


dF /do  d& do D3")= 6: 


en conclut de même que la valeur de y’ en x, y, tirée 
de l'intégrale singulière, laquelle donne pour y” une 
valeur qui vérifie la proposée, ne donne pas pour y” 
J",y", etc. des valeurs propres à vérifier les dérivées 
successives de la proposée. 
En prenant pour /—0, F 


I 


—o, les équations (9) et 


S 


(10), on a Ge d’où 


119 


Tr “£ . 
F(2,9,7,0)= 2 — tés (11) 
équation qui se confondrait avec (9); si l’on en mul- 
112 
tipliait tous les termes par 7 _. La différentiation de 
x” 
l'équation (11) donne 
y’ DT x LE a 
mont y" PAST 


ou bien 


CA ( 5) ( 111 =) 
RON CU 7 Je) Re 0. 
ii 4 14 A 


2 
et substituée dans l'équation (1 1), ramène lintégrale sin- 


ss 


DES ÉQUATIONS INTÉGRALES SINGULIÈRES. 289 
gulière x?—y"?—o. D'autre part, de l’équation du troi- 
sième ordre 


. . T *È , 
on tire, en intégrant, — —û, ; et cette valeur, substituée 
44 


dans l’équation (11), reproduit l'intégrale (10). 
484. L’équation (x), qui-est de l’ordre 7, comporte 
une intégrale générale de l’ordre 7 —1 


B(L,7 39 3 73e 0e) 0; (D) 
et comme cette intégrale doit satisfaire, non-seulement 
à l’équation (x), mais à toutes ses dérivées, il en résulte 
que les valeurs de y), y", tirées de l'équation (®), 
coïincident avec celles qu’on tirerait de l’équation (x): 
par conséquent l’équation (®) satisfait à la proposée (/), 
aussi bien que (x). 

Concevons maintenant que l'équation (x) ait une in- 
tégrale singulière 

CYR EN EN TES Non) TUE (4) 
d’après la remarque du n° précédent, on en tire pour 
7% une valeur qui ne coïncide pas avec celle que four- 
nirait la dérivée de (x): donc l'équation (4) qui satis- 
fait comme intégrale singulière à l'équation (x), ne satis- 
fait pas à la proposée (4) dont (+) est déjà une intégrale 
singulière. 

On prouve encore la même chose par le raisonnement 
suivant, que nous appliquerons, pour plus de clarté, à 
l'équation du second ordre 

far) 0. (2) 

Son intégrale singulière du premier ordre 

p(x,7,7") — 0 () 
résulte, comme on l’a dit, de l'élimination de 4,, a, entre 


3 OR À Fe 19 
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les équations (L), (F) et (f°,,,). Soit 4 (x,y)}—0 une inté- 
grale singulière de (À) : nous disons que cette intégrale 
ne diffère pas de Péquation qu’on obtiendrait en élimi- 
nant 4,,4,, entre l'équation (L) et ses dérivées 
T0 eo (L) 
En effet, l'équation ainsi obtenue satisfait au système des 
équations (L), (L”), (f”,.), et par conséquent vérifie l’é- 
quation (à) dont elle est l'intégrale singulière, attendu 
qu’elle ne contient pas de constante arbitraire. 
Maintenant on sait que, pour obtenir l'équation (/), 
il faut éliminer 4,, a, entre équation (L) et ses dérivées 
du premier et du second ordre, prises en traitant &,, a, 
comme des constantes, savoir 


Le | 
de er (L”) 
RE RENNES ” 
Le Be CE 


Quand a, a, ne sont plus des constantes, mais des fonc- 
tions de x, y, déterminées par les équations ((L)), l’équa- 
tion (1,) est encore satisfaite ; mais l'équation ([”) ne 
l’est plus, et par suite l'équation (7) ne peut pas l’être. 


485. Prenons comme exemple l'équation 
CEA 


! ! f/ E 2 À [Ja 
1e re mme HD Paume PL 1 CA 
qui à pour intégrale seconde 


pour intégrales du premier ordre 
a; È k ; ; 
M UE Jen 
._(@+r% (ar) _. 


ER Sie MDI GO: 


2 A 


2 
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et pour intégrale singulière du même ordre 


w? as 
LS RE a mere (= # sr" 0. (14) 

En résolvant cette dernière équation par rapport à y", 

on la met sous la forme 
87’ x 2 AMEL LES | 

d’où, en intégrant, $ 
LV 167 E gap ai ai La —log(V/r+ax —x)+c. (16) 
L'équation (16) satisfait à la proposée (T2); mais comme 
elle ne contient qu'une constante arbitraire €, et qu'elle 
ne peut pas rentrer dans l'intégrale générale (13) par un 
choix convenable des constantes à,,a,, elle constitue 
encore une intégrale singulière de la proposée. 

L’équation (14) comporte elle-même une intégrale 
singulière, qu'on trouverait en faisant usage des mé- 
thodes indiquées ci-dessus, mais que l’on déterminera 
plus simplement en formant les équations ((T,)), qui de- 
viennent alors | 

A +240, LH24a, —0, 
Les valeurs de à,,a, qu’on en déduit, étant reportées 
dans l'équation (13), il vient 
16 + 42? + 2° — 0; 

et cette dernière équation satisfait visiblement aux équa- 
tions (14) ou (15), mais non pas à la proposée (12). 

486. L’équation (x) comprend en général les déri- 
vées de y, jusqu’à 7° inclusivement ; mais il peut arriver 
aussi que y° disparaisse de la fonction 9, et alors cette 
même équation est une intégrale singulière de la pro- 
posée , de l’ordre n—1. Elle serait une intégrale singu- 
lière de l’ordre 2—2, si 7° disparaissait également de. 
la fonction ®, et ainsi de suite. 


10. 
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Soit, par exemple, l’équation du second ordre 
(y — 1) (ar — 77 + 2279 — 27 (y + ar Ÿr° = 0, 

qui a, pour l’une de ses intégrales complètes du premier 
ordre, l'équation 

YY® — 2a,xyY + aix = 0. (17) 
On formera l'intégrale singulière de la proposée, en 
chassant a, de l'équation (17), au moyen de sa dérivée 
prise par rapport à a,. Ce calcul donne 

Gr) 0; 
d’où les trois solutions 
Y'=0;, 70, APE OS 

qui sont trois intégrales singulières de la proposée, la 
première du premier ordre et les deux autres algébriques, 
ou de l’ordre zéro. 

487. Les valeurs de y" en x,7,7,... y", qui 
vérifient l'équation (4), et qui rendent infinie la dé- 
rivée 

dyG@+:) 

_dyt) ? : (2) 
tirée de cette même équation (#), sont des intégrales 
singulières de la proposée, de l’ordre 7, et toutes les 
intégrales singulières de l’ordre x doivent rendre infinie 
la dérivée (7). D’autres conditions sont encore exigées, 
si intégrale singulière s’abaisse accidentellement à un 
ordre inférieur : mais nous renverrons pour ces détails, 


qui sortent des éléments, aux Zecons de Lagrange sur 


le calcul des fonctions, et plus particulièrement encore 
à un mémoire de M. Poisson, inséré dans le 13° cahier 


du Journal de l'École polytechnique. 


Rd ni 
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CHAPITRE V. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA THÉORIE DE L'IN- 
TÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A DEUX 
VARIABLES. à 


488. Nous traiterons dans ce chapitre de quelques 
questions de géométrie qui se rapportent à l'intégration 
des équations différentielles à deux variables; et d’a- 
bord nous nous proposerons de déterminer les lignes 
dont le rayon de courbure est proportionnel à la nor- 
male [172], condition qui s'exprime par l'équation dif- 
férentielle du second ordre 


I LU) CU 
= RarD 1 AVE + 72, 
+ pose 
ou 
mp Are (a) 


Æ désignant un rapport constant, et les signes supérieur 
ou inférieur devant être choisis selon que le rayon de 
courbure doit être dirigé dans le sens de la normale 
ou en sens contraire. 

L’équation (a) est de celles où la variable indépen- 
dante n’entre pas | 451 | : elle se met sous la forme 


! | d ! dy 
Loris = ON 
d’où 
dy kr dy 
. DE 12 9 
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et en intégrant deux fois de suite, 


: PRIS SUR ER RU 
12 +; ! d ns. 
D (x er VOLE 1, 


& () 


ARE 
e o j 


La quadrature iudiquée s'obtient sous forme finie pour 
les deux valeurs Â—t, Â—2. Soit en premier lieu 4—1 : 
on a, en prenant le signe supérieur, 


ES UN CUS ART CORNE OT 
X af 782 — ya, 


équation d’un cercle de rayon arbitraire, et qui a son 
centre sur l’axe des x. Il est évident en effet que, pour 
un cercle ainsi placé, la normale se confond en grandeur 
et en direction avec le rayon de courbure. Le signe in- 
férieur donne 


bdy ne Y + VB 
nn On 


? 
d’où 
x —+- 72 — ne beT., 
équation de la chaïnette [384]. 
Lorsqu'on fait {—2, et qu’on prend le signe supérieur, 
l’équation (D) donne 


af V rer | 


équation d’une cycloïde qui a l’axe des x pour base et 
dont le cercle générateur a pour rayon + 0. On sait ef- 
fectivement | 198] que, pour la cycloïde ainsi placée, le 
rayon de courbure est double de la zormale et dirige 
dans le même sens. 


Quand on prend le signe inférieur, 1l vient : 
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sa Vif = a 


équation d’une parabole se l’axe serait perpendiculaire 
à celui des x, et qui aurait son sommet au pomt 4—4, 
VD. 

489. Sile rayon de courbure, dans la courbe cherchée, 
devait être réciproque à l’abscisse, on aurait pour lé- 
quation du problème 

A eo ns à AL mn re pe PATATE He 
SAYS y" 0 ni mon + 7" ÿ? 
et en intégrant VE ; Fi 
Her, dec Ce 
1 +72 VTC à 
Nous pouvons désigner la constante c par —4?, la cons- 
tante À par _ ce qui rend l'expression homogène, et 
enfin permuter entre elles les lettres x,7, au moyen de 
quoi l'équation précédente devient identique avec la 
première équation (12) du n° 387. La courbe qui jouit 
de la propriété énoncée est donc celle à laquelle nous 
avons donné dans le n° cité le nom de courbe élastique, 
précisément à cause de la propriété qui vient d’être tra- 
duite en équation. 

490. Cherchons une courbe telle que le produit des 
perpendiculaires abaissées de deux points donnés sur 
chaque tangente à cette courbe soit constant. Prenons 
pour axe des x la droite qui Joint les points donnés, et 
pour origine le milieu de la distance qui les sépare. 
Appelons 2c cette distance et 0” le produit des deux per- 
pendiculaires : énoncé du problème donne l’équation 
différentielle 


(e) 
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et il faudra prendre le signe supérieur ou le signe infe- 
rieur, selon que ies deux points d’où partent les per- 
pendiculaires seront ou ne seront pas situés du même 
côté de la tangente. Cette équation se ramène à la 


forme 
F=ay + Ÿy, (4) 
et l’on a j 
d'=VTE TE. 
En la différentiant selon la méthode indiquée [448] 
pour le traitement des équations de cette forme, on 


trouve 
pay 
d , | RE | — 
o PAU Vic EF) EE: 0; 
d’où 
A0; (c,) 
+Ey 


eh, «4 
PE Tan ve dé Ce) 


Si l’on élimine y” entre les équations (c) et (c’,), on aura 
l’intégrale singulière de la première de ces équations. 
Pour faire l'élimination commodément, on les met sous 


la forme 
ra VEEPPEr, 
CH b)y | 
CR PRE res (x) 


d’où l’on tire, en éliminant le radical et en élevant au 
Carre , 
AU ay? 
PRE CETT 

L’équation (1) donne aussi, quand on élève au carré 

les deux membres, 
iso bx° 
F. HAVE?) Mer 77) 

et si l’on égale ces deux valeurs de y”, il vient, après la 
suppression des facteurs communs, 
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PACE) Pa EE (CHE). 

Suivant qu'on prend les signes supérieur ou inférieur, 
cette équation appartient à une ellipse ou à une hyper- 
bole dont les foyers sont les deux points d’où par- 
tent les perpendiculaires aux tangentes : 24 est le 
petit axe de l’ellipse et l’axe non transverse de l’hyper- 
bole. 

L'intégrale générale de la proposée s'obtient quand 
on substitue dans cette équation la valeur y — const. 
donnée par l'équation (c’,). Cette intégrale générale est 
l'équation du système des droites tangentes à l’ellipse ou 
à l’hyperbole que l’on vient de déterminer. Il est clair 
que ces droites satisfont, dans la généralité mathéma- 
tique, à la condition du problème; mais que la seule 
solution qu'on ait pu avoir en vue en l’énonçant, est 
fournie par l'intégrale singulière. La même remarque 
s'applique à tout problème géométrique qui conduit à 
déterminer une courbe par une équation différentielle 
de la forme (+). 

491. Une équation différentielle de la forme 

V4 f(x + 77) (d) 
exprime une relation entre la normale et la distance de 
l’origine au point où la normale rencontre l’axe des abs- 


cisses. Par la différentiation il vient 
/ 


GHr+ rx) Li aa (her +) — 0, 


d'où les deux solutions 


147 +yy"—= 0, (d',) 
Pure Es d') 
Vi+y? ti (x Sn ) 0 ( 2/ 


On tire de la première 
Z+IY —=A, (2) 
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a désignant une constante arbitraire; et la valeur de y" 
qui s'en déduit, substituée dans la proposée, donne l’in- 
tégrale générale | 
V(a— a} + =fa, (3) 
qui est l'équation d’une série de cercles, ayant leurs 
centres sur l’axe des x, et dont les rayons ont avec les 
distances des centres à l’origine des coordonnées la re- 
lation indiquée par le signe /: Il est clair que l'enveloppe 
de ces cercles satisfait à la question géométrique qui 
consiste à déterminer une courbe au moyen de la rela- 
tion exprimée par la proposée. L’équation de Penveloppe 
est précisément l'intégrale singulière qui résulte de lé- 
limination de y’ entre les équations (4), (d”,), ou, ce qui 
revient au même, à cause de l’équation (2), l'équation 
résultant de l'élimination de a entre l'équation (3) et sa 
dérivée par rapport à « 
X— a 
Pen. — f'a —0. 
492. Les coordonnées €, n du centre de courbure 
d’une courbe plane étant données [190] par les for- 
; 


mules 


ler 12 1 +7" 
Se AE LORS Ce PAAEENTI 


Er — 


si l’on assigne l'équation de la développée 

o(E, n) F0, PAIE LES (£) 
les coordonnées x, y de ses développantes devront satis- 
faire à l’équation différentielle du second ordre 


/a k / Ja 
Dre re = if |. (a) 


Pour intégrer cette équation, on la différentie d’abord 
par rapport à la variable indépendante x, et l’on voit que 
l’équation dérivée peut prendre la forme 
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. 4) Fo 
Der pl Real ae mt 


de sorte auw’elle se décompose en deux autres 
q 


RE _ — 0, (a) 
Arr Le SAGE F1 ji (a) 

La première a pour intégrale 
han IE y, (b) 


b désignant une constante arbitraire; et par conséquent, 
d’après l’équation (a), l’on a aussi 


ler à nid) () 


pourvu que la nouvelle constante a soit liée à à par la 
relation 
b— fa. (d) 
Les équations (b) et (ec) donnent 
DEEE MOINE ; 

d’où, par une nouvelle intégration, 

(x— a) + (y — 0) —=c. (e) 
Cette dernière équation qui renferme deux constantes 
arbitraires &, c, et une troisième constante à, liée à a en 
vertu de l'équation (d), est donc l'intégrale complète de 
l'équation (a). Cette intégrale complète représente évi- 
demment l’un quelconque des cercles osculateurs de 
l’une quelconque des développantes de la courbe pro- 
posée (f), ou plutôt le système de tous ces cercles oscu- 
lateurs. 
la 


1+Y 


[4 


Si maintenant on élimine la quantité entre les 
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équations (a) et (a,), ce qui est censé possible quand la 
fonction f est donnée, on a une équation en x,7,7 qui 
est une intégrale première singulière de l'équation (a). 
Par une intégration subséquente on introduit une cons- 
tante arbitraire À, et l’on a en x,y,h l'équation des 
développantes de la courbe proposée, laquelle ne doit 
en effet contenir qu'une seule constante arbitraire, 
puisque chaque développante est déterminée dans son 
tracé quand on a assigné arbitrairement la longueur de 
son rayon de courbure, pour un point de cette dévelop- 
pante correspondant à un point donné sur la développée. 
Chaque développante est la ligne de contact d’une série 
de cercles comprise dans l'étendue de l'intégrale géné- 
rale (e), et même elle a avec chacun des cercles de cette 
série un contact du second ordre. 

Le calcul de l'équation de la développante se ramène 
à une simple quadrature au moyen des formules 

dp— V'd+ dr, 
Œ— x )dé + (n— 7 )dn = pdp, 
E—x)dn— (n —7)dé — 0, 
dans lesquelles b désigne le rayon de courbure de la 
développante, et dont les deux premières ont été établies 
au n° 191, la troisième résultant évidemment de ce que 
le rayon de courbure de la développante est tangent à la 
développée. On en tire 
p—h+SV TETE. dE, 


Re ae A 
l de Vi + (PE): 
dn. [A TE ue». dE 
n—7Y ou popiet, PrannlaeaMs + (FE; ARE 


Lo V1 + (FE 
Quand la fonction f est particularisée, et que la qua- 
drature indiquée dans l'expression de b est effectuée, 
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il suffit d'éliminer & entre ces deux dernières équations 
pour avoir en &,7,/ l'équation des développantes. En 
d’autres termes, la détermination de l'équation des déve- 
loppantes dépend uniquement de la rectification de la 
développée, comme cela doit être d’après la propriété 
caractéristique des développées. 

493. Il résulte du n° 284 que lesystème des projections 
des lignes de courbure d’une surface sur Pun des plans 
coordonnés s'obtient par l'intégration d’une équation 
différentielle (:) commune à toutes ces projections. Si 
lon prend pour exemple l'ellipsoïde à trois axes 
inégaux 


l'équation différentielle des projections des lignes de 
courbure sur le plan xy est 


Axyy® + (2° — Ay—By— x7—o, (e) 
où l’on a fait pour abréger 
AP re c?) a(a° — b?) À 
Pia 6) Ft RER TE ; 


On différentie l'équation (e), et il vient après rédue- 
tion 

(2Azyy + &°—Aÿ —B)y"+ (A+ 1) (ar —7)= 0. 
Si l’on remplace le polynôme x°—Ay2—B par sa valeur 
tirée de (e), l'équation précédente prend la forme 


À (s [44 ! A 
er rat y) =0; 


d’où les deux solutions 


2yy  +Y ay —7)=0; (e,) 
Ay° 
FRE (e) 


Occupons-nous d’abord de la première qui donne 
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34 2 / LFST 
mé RU ANNEES Jon 0. 


et en intégrant deux fois de suite, 
VAR 
ME et (4) 


J°'—=ax" + f. (5) 

On aurait pu se dispenser de la seconde intégration et. 

éliminer y” entre les équations (e) et (4), conformément 

à la méthode que nous avons suivie dans d’autres cas. Il 
vient par ce calcul 

A0 + (2° — Ay°—Bla— 7° — 0; (6) 


et en comparant le résultat à l’équation (5) on en 


conclut 
pe Ba Rs a'b{a — Bb?) N 
Me ASE db — cha + ba — c°)? Q) 


mais, pour simplifier, on peut retenir la constante £. 
Soit (te) &) un point de l’ellipsoïde par lequel doit 
passer une ligne de courbure déterminée : équation (6) 


donne 
A D il rca ou 
oo — (xs Vo ) (x: Are B D LAXTO. (8) 


2A zx? 


Admettons maintenant qu'on ait 
ab 0, 

ce qui rend positives les constantes A, B : les deux va- 
leurs de « données par l’équation (8) seront réelles et 
de signes contraires; à la valeur positive de « corres- 
pondra une valeur négative de $ en vertu de l'équation 
(7); enfin à la valeur négative de « correspondra une 
valeur positive de $, car on à 
2HAG +1) 2 + AY B—V/ (Ari BA 

= + AY +B—V/(@iHAr+B)—HBxi; (9) 
en sorte que le dénominateur Aa: qui entre dans l’ex- 
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pression de 6, reste positif pour les valeurs négatives 
de x. On conelut de là que les projections en xy des 
deux lignes de courbure qui se coupent à angles droits 
sur l’ellipsoïde au point (x,, 7, 3), Sont une ellipse et 
une hyperbole rapportées au même centre et aux mêmes 
axes : l’axe transverse de l’hyperbole se confondant avec 
celui des x. En vertu de cette remarque, si l’on pose 


P C2 2 


L——6,6— + »°, les quantités ë,n sont toujours 
5; 


réelles : la double série des projections des lignes de 
courbure coïncide avec la double série des ellipses et 
des hyperboles données par l’équation 

nr 
Le or M2 


et les lignes Ë, n, ou les demi-axes de ces courbes, se 


— I, 


trouvent liées par l'équation (7) qui devient 
a — © P—e  ., 
EC à MAS Cr > 
et qu'on peut construire au moyen d'une hyperbole et 
d’une ellipse. 
494. Considérons en premier lieu l’hyperbole auxi- 
liaire 
a —ce ,, b2— c° 
ae Pa —#) rie à 
dont la construction détermine la série des lignes de 
courbure à projections elliptiques, comprises dans Pé- 


quation 
D'OPER 
ASE. 
a +E P) 
€? peut croître depuis la valeur 
a (a? — b?) 


SERRE (8) 


jusqu’à l'infini, et les valeurs correspondantes de #? sont 
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0, ©. D’après lhypothèse sur l’ordre de grandeur des 
lignes a,b,c, on a toujours n? < 6?, et toutes les projec- 
tions elliptiques ont leur grand axe dirigé suivant les x 
(fig. 97). L’ellipse se change en ligne droite et se con- 
fond avec l’axe même des x, lorsqu'on prend r?—o. Elle 
se confond avec la section de l’ellipsoïde par le plan xy, 
lorsqu'on fait n?—4?, d’où €&—a*. Pour de plus grandes 
valeurs de »* les ellipses données par l'équation ( f,), 
quoique toujours réelles, sont étrangères aux lignes de 
courbure de l’ellipsoïde. 
Considérons à son tour l’ellipse auxiliaire 
d—e ,, DEC 
ED) Te" 


dont la construction détermine la série des lignes de 


— I, 


courbure à projections hyperboliques 

RTE (P) 
€ peut croître depuis zéro jusqu’à la valeur (2), tandis 
que »* décroiît depuis la valeur 

b(a°— b°) 
b— c° 

jusqu’à zéro, L’hyperbole ( /,) se confond à la première 
limite avec l’axe des y et à la seconde avec l'axe 
des x. 

Il résulte de cette double construction, que toutes les 
lignes de projection, elliptiques et hyperboliques, tour- 
nent leur concavité vers les deux points situés sur l'axe 
des x, qui ont pour abscisses 


LÉ Ale LAN (à) 


a 


et qui sont les projections sur le plan æy des quatre om- 


bilics de lellipsoïde [283]. 
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Nous aurions encore à discuter les solutions données 
par l'équation (e,)}; mais comme Île coeflicient À est 
positif, par suite de l’hypothèse, le facteur Ay”° +5, 
égalé à zéro, ne saurait donner de solution réelle; et 


A ° I . ’ '. 1 
l’équation—, — 0, combinée avec (e), reproduit la solu- 
Ÿ- 


tion déjà obtenue 4—0. 

495. Si l’on avait supposé a <b<c, les coefficients 
À,B seraient toujours restés positifs, et rien n'aurait été 
changé à la discussion qui précède, si ce n’est qu'on 
aurait trouvé les grands axes des CAUSE elliptiques 
dirigés suivant les y. 

Il ne s’agit donc plus que de construire les projections 
des lignes de courbure sur le plan qui comprend le plus 
grand et le plus petit axe de lellipsoide, et qui devient 
celui des xy dans hypothèse 

>c>06. 
Le coefficient B reste positif; mais comme le coefficient 
A devient négatif, il résulte de l’équation (8) que les 
deux valeurs de la constante « sont toujours de même 
signe. Nous disons de plus qu’elles sont toutes deux 
négatives, ce qui suppose l'inégalité 


2 


, r2 
Lo, — VE 


B <o, 

ou, par la substitution des valeurs de À,B, 
HE 7 C— 0? 
a”? nr 

Mais, de ce que le point (x,,7,%) appartient à la sur- 

face de l’ellipsoïde, il résulte 


1: 


(le signe < n’excluant pas le cas d'ésattos et si cette 
inégalité est satisfaite, la précédente l'est & fortiort, car 
Toute | 20 
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les rapports 

"SRE EEE b? 

Ro b? :) 2 — b? 2 
sont plus petits que Punité, par suite de l'hypothèse sur 
l'ordre de grandeur des lignes a,b,c. De plus, en vertu 

,/ . t. 

de lPéquation (7)et des signes de A,B,x, la constante B est 
toujours positive. 


pus 


r L 
En conséquence, on peut poser © ——£#?,8—»"; de 
(6,4 


sorte que la double série des lignes de courbure se con- 
fond avec la série des ellipses qu'on obtient en faisant 
varier dans l’équation 
x? ou : 
F2 "E san © 2 (f .) 
les paramètres £,n qui sont eux-mêmes les coordonnées 
d’une ellipse auxiliaire 
) 2 Ca +- = I. 10 
(a — b’) de) b'(a?— b?) ( ) 
Le paramètre £* varie entre les limites 
d (a — db) 
OA ns AL 
ac 
tandis que n? varie entre les limites 
D(G b?) 


CC — 2 


avec 


Quand on prend 


l'axe des y, et elle est allongée dans le sens des y 
ab? : 

tant qu’on a £?<-——. Elle devient un cercle lors- 
C 


que £? atteint cette valeur, puis s’allonge dans le sens des 
x pour des valeurs croissantes de £”*; se confond avec la 
section de l’ellipsoïde par le plan xy quand on a €? —4”; 
s’allonge de plus en plus, et finalement se confond avec 
l'axe des x quand £? atteint sa limite supérieure, ou 
lorsque »? s’évanouit (/{g. 98). 
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Il reste à considérer la solution singulière donnée par 
l'équation 

Ay®æ+1i—=o, 
solution réelle à cause du signe négatif de A. La va- 
leur de y” qui s’en déduit, étant substituée dans (e), donne 
b(a— c’)x° E oab (are?) (e2 — 67). xy + (ce — EE) 
= aa — b?) ; 
et cette dernière équation se décompose dans les deux 
suivantes 
bBV/ae.xzEaVea h.y— abat, 
bV/aea.x ave h.y—— abV' ab, 
qui sont les équations de quatre droites passant par les 
sommets de l’ellipse auxiliaire (10). D'après la théorie 
des intégrales singulières, ces quatre droites doivent tou- 
cher toutes les ellipses données par léquation (/;), 
comme on peut le vérifier en ayant égard à lé- 
quation (10) qui ne laisse arbitraire qu'un des para- 
mètres £,". 

La section de l’ellipsoïde par le plan xy, étant l’une 
des lignes de courbure, touche les quatre droites qui 
viennent d’être déterminées, en quatre points 0,0’,0”,0"", 
qui sont précisément les ombilics de la surface. Car on 
trouve pour les abscisses de ces points 


Cp 
et dans cette formule, à désigne le plus petit axe de l’el- 
lipsoïde, c l’axe moyen, en sorte qu’elle se confondrait 
avec la formule (2) si l’on désignait par D l'axe moyen 
et par C le petit axe, ce que ces lettres représentent en 
effet dans l'équation (4). 


: I 5 . 
La solution ——o ne ferait que reproduire les solu- 


tions particulières x—0, y —0. 
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L’élégante construction des lignes de courbure de 
l’ellipsoïde a été donnée par Monge, et M. Leroy y a ap- 
porté un perfectionnement en tenant compte du facteur 
Ay°—i pour obtenir directement la solution singu- 
lière, ce qui rentre au surplus dans la théorie gé- 
nérale. 

496. Nous avons dit [277|, et l’on pourrait admettre 
comme évident que la sphère est l’unique surface qui ait 
en tous ses points ses deux rayons de courbure égaux 
et dirigés dans le même sens. Afin de ne rien laisser 
d’essentiel à désirer dans cette partie importante de la 
théorie des surfaces, nous placerons ici la démonstration 
de la proposition que l’on vient de rappeler. 

Les deux équations aux différences partielles qui doi- 
vent être satisfaites en tous les points de la surface dont 
il s’agit, sont [282] 

(+ g)s—pgt=0, (14 p}s—pgr 0; 
et elles peuvent être écrites sous la forme 


ee DRE V1 + p2+ g° da à 
dy Ê dx 


Dans l'intégration, il faut remplacer la constante ar- 
bitraire par une fonction arbitraire de la variable in- 
dépendante, autre que celle relativement à laquelle 
l'intégration s'opère, et ainsi l’on a 


PQ Vip tps Yi tp + gs 


don 
CR RNA ag 22 1 D OR 5 
PT ME Gr 
a 2e de + red 


Vi (ox)? —(hr)2 
Mais l'équation de toute surface doit satisfaire à la con- 


dition d'intégrabilité 
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dp dq me. à ; 

Se d'ou TL —= = 

dy — dx’ ÿ WT; | 
et cette dernière équation doit se vérifier identique- 
ment, c’est-à-dire indépendamment des valeurs de +, y. 
Par conséquent, il faut qu'on ait 


I I 
U FA EE ME 
TE ar d) ne LS 
EE DE £ à 
£ désignant une constante arbitraire. De là on tire en 


intégrant 
LEA Mesa D 
Qz = 


FAX 
A 


AT 
VE 0 0 


) 


et en intégrant de nouveau 

32—C——VR (x — a} — (y —6}, 
equation d’une sphère dont le rayon et les coordonnées 
du centre sont arbitraires. 

497. On sait [126] que les projections en xy des 
lignes: de niveau et des lignes de plus grande pente 
d’une surface ont respectivement pour équations diffé- 
rentielles 

PF =S, pf—g=0. 
Cela posé, si une famille de surfaces est caractérisée par 
une équation aux différences partielles de la forme 


si «7, 2)= o, on a f(x, y,7)—0o, pour l'équation 
différentielle des lignes de plus grande pente, commune 
à toutes les surfaces de cette famille. 

Par exemple, les surfaces de révolution autour de 
l’axe des z étant caractérisées [254] par léquation aux 
différences partielles py —gx, l'équation des lignes de 
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plus grande pente est xy —y, d'où y—cx, c désignant 
une constante arbitraire; et en effet les lignes de plus 
grande pente se confondent avec les méridiens de la 
surface qui se projettent en xy suivant des lignes droites 
passant par l’origine. 

De même les surfaces conoïdes droites [253], dont 
l'équation aux différences partielles est px——4q7Y, ont, 
pour l'équation différentielle des projections de leurs 
lignes de plus grande pente, y} ——x, d’où x?+y?—c?; 
c'est-à-dire que les lignes de plus grande pente, pour 
toutes les surfaces de cette famille, se projettent suivant 
des cercles dont le centre est à l’origine des coordonnées: 
comme on le conclut de ce que toutes les lignes de 
niveau sont des droites passant par l'axe des z. 


498. Les lignes de niveau de lellipsoide 


HT 1, | () 
se projettent en xy suivant les ellipses concentriques et 
semblables données par l’équation 


tr, &) 
le paramètre # pouvant varier entre zéroet l'unité. L’é- 
quation différentielle des projections des lignes de plus 
grande pente prend la forme 


dx  bdy 
DT 3 


Là J 
d’où, en désignant par y une constante arbitraire, 
RE 65 (&) 


Quand les axes a,b sont commensurables, les lignes 
de plus grande pente deviennent des courbes algébri- 
ques; sinon, ce sont des courbes transcendantes. 

Soit (%,,7,,z,) un point de l’ellipsoïde par lequel on 
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veut faire passer la ligne de plus grande pente : l'equa- 


tion (#) devient 
(2 ART (= aà 
en El 


et quelles que soient les valeurs rationnelles ou irration- 
uelles assignées aux exposants &?, d”, la courbe a un cours 
continu pour toutes les valeurs de x, y qui sont res- 
pectivement de mêmes signes que x,, ÿ,. En d'auires 
termes, si nous imaginons l’ellipsoïde partagé en quatre 
régions symétriques par les plans rectangulaires des +2 
et des yz, la courbe n’éprouve aucune solution de con- 
tinuité tant qu’elle ne sort pas de la région à laquelle 
appartient le point (x,,7,,z.). Elle vient toucher au 
sommet de l’ellipsoide le plan des xz ou celui des 2, 
selon qu'on a a’ > ou <b*; et elle sy raccorde avec 
toute autre ligne de plus grande pente, construite arbi- 
trairement dans l’une des trois autres régions de lel- 
lipsoïide, ou même dans celle où se trouve déjà le point 
Mr). 

: Dans le cas particulier de la commensurabilité des 
nombres 4?, *, on peut, pour plus de simplicité, les 
remplacer par des nombres proportionnels 72, », entiers 
et premiers entre eux, ce qui revient à multiplier par un 
facteur constant les équations (4),(#). Alors la figne de 
niveau, devenue algébrique, ne peut, en tant que courbe 
algébrique, s'arrêter au sommet de l’ellipsoïde, et elle 
ne forme algébriquement qu’une seule et même courbe 
avec une autre ligne de plus grande pente, de mamière 
que la projection sur le plan xy de la courbe complète 
offre lune des dispositions indiquées par les /ig. 00, 
100 et 101. Si lon suppose,ce qui n'ôte rien à la géné- 
ralité de la construction, 72> n, ou a? >4?, la fig. 99 
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correspond au cas de 72 impair et x pair, la fig. 100 au. 
cas de 7x pair et x impair, la fig. 101 au cas de met n 
tous deux impairs. Or, il est bien évident que la com- 
mensurabilité des nombres 4?, &? ou 7n, n, la propriété 
arithmétique des nombres 77,7, d’être pairs ou impairs, 
ne changent rien aux conditions géométriques du pro- 
blème qui consiste à tracer sur un ellipsoïde des lignes 
de plus grande pente, ou sur un plan des courbes per- 
pendiculaires à une suite d’ellipses concentriques et 
semblables. Il n’y aurait aucune raison géométrique du 
changement brusque de forme qu'éprouveraient les lignes 
de plus grande pente ou leurs projections, en subissant 
par exemple au sommet de l’ellipsoïde ou à l’origine des 
coordonnées, une inflexion au lieu d’un rebroussement, 
et cela en vertu d’une variation aussi petite qu’on le 


: 102 ' : ., 
voudrait dans le rapport —, qui est celui des carrés de 
7è 


deux demi-axes de l’ellipsoïde. Il faut donc reconnaître 
que la liaison deux à deux des lignes de courbure par- 
tant du sommet, dans le cas de la commensurabilité du 


t = est un fait de pure algèbre. une conséquence 
aDpES ni P 5 , q 


de la règle des signes, dont la nature du problème ne 
rend pas raison, et qui ne correspond à aucun fait géo- 
metrique. 

Ces observations étaient essentielles pour compléter 
ce que nous avons dit jusqu'ici, et notamment dans le 
chap. IV du quatrième livre, sur la nature des con- 
nexions entre la géométrie et l'algèbre. 

499. La pente de la surface au point (x, 7,2) est 
mesurée [126] par le radical L/p2+9?, qui devient pour 
l’ellipsoïde 
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SV EU + 
Sur une même ligne de niveau le naximuim et le maint- 
mum de pente correspondent donc au maximum et au 
mintmum de la fonction 
Din 
Fr 
qui devient, en vertu en (ab 


k2 fx LÈNA 
PT E(% =) 


Supposons, pour fixer les idées, a > d : le maximum de 


FAIRE 


la fonction correspondra à x—0, et le minimum à x—a 
ou à y—o. Ainsi la section de l’ellipsoïde par le plan qui 
comprend laxe vertical et le plus petit des deux axes 
horizontaux, est la ligne de plus grande pente sur laquelle, 
pour la même hauteur verticale, la pente est la plus 
grande; ou, dans le langage des géomètres, cette ligne 
correspond à un maximum maxtnorum. Au contraire, 
la section de l’ellipsoide par le plan qui comprend avec 
l’axe vertical le plus grand des axes horizontaux, est la 
ligne de moindre pente, parmi les lignes de plus grande 
pente, et elle correspond à un sainimum maxti- 
IMOTUTN. 

500. Les lignes de plus grande pente sont celles que 
décrirait sur la surface à HE elles appartiennent un 
filet liquide, cédant à l'action de la pesanteur. L'ensemble 
des lignes de plus grande pente que lon peut concevoir 
tracées à la surface du sol, détermine le système oro- 
graphique et hydrographique d’une contrée. Le voyageur 
qui remonte une vallée,côtoie une ligne de plus grande 
pente, occupée d'ordinaire par le lit d’un cours d’eau, 
et qu'on désigne sous le nom allemand de thakveg. À 
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sa droite et à sa gauche, les ravinements des collines 
dessinent d’autres lignes de plus grande pente, dont le 
thalweg, dans l'hypothèse idéale d’une parfaite continuité 
de formes, serait la ligne de contact ou lasymptote. 
Les croupes des collines ou des montagnes se terminent 
à la ligne de fatie, ou ligne de partage des eaux, qui 
serait aussi, dans les mêmes circonstances, la ligne de 
contact ou l’asymptote des lignes de courbure ordinaire. 
Par rapport à celles-ci, les lignes de faite et de thalweg 
sont encore des lignes de moindre pente, dans le sens 
qui vient d’être expliqué. Enfin les lignes de faite et de 
thalweg vont se couper à angles droits, en tournant 
leurs courbures dans des sens opposés, en des points 
que l’on nomme cos, qui sont ceux où l’on dirige le 
tracé des routes et des canaux pour franchir la ligne de 
faite, et qui correspondent à des runima relatifs de 
l’ordonnée verticale de la surface. 

Tel est le type géométrique auquel on peut rapporter 
la configuration des vallées dites d’érosion, c’est-à-dire 
de celles qui ont été creusées par des actions lentes et 
continues : mais en général les grandes inégalités de la 
surface du sol ont été le produit d'actions convulsives 
et de dislocations dont les traces ne sont point effacées, 
malgré l'influence prolongée des agents atmosphériques 
qui tendent sans cesse à combler les failles et à adoucir 
l’'aspérité des contours. Il en résulte des solutions de 
continuité dans les valeurs des coefficients p et q : le 
plan tangent et la normale passant brusquement d’une 
direction à une autre. Alors les lignes de faite et de 
thalweg sont remplacées par des arêtes que les lignes de 
plus grande pente ordinaires rencontrent sous des angles 
finis. 
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501. La détermination des projections des lignes de 
plus grande pente rentre, comme cas particulier, dans un 
problème qui a acquis de la célébrité, sous le nom de 
problème des trajectoires, à l'époque où les Bernoulli, 
mettant en œuvre les idées de Leibnitz, donnaient au 
calcul intégral ses premiers développements. 

On a appelé trajectoire, dans un sens purement géo- 
métrique, la courbe qui coupe sous un angle constant 
toutes les lignes que représente l'équation 

Fa al 6" (2) 
quand on y fait varier sans discontinuité le paramètre 
a. Si l'angle d’intersection est droit, les deux systèmes 
de courbes orthogonales peuvent être pris pour les 
systèmes des projections sur le plan xy des lignes de 
niveau et des lignes de plus grande pente d’une 
surface. 

Soit en général « la tangente de l’angle d'incidence 
des trajectoires, Ë,n les coordonnées courantes d'une tra- 
jectoire, parallèlement aux x et aux y : on aura au point 
d’intersection, 


df 0" TdÉMUUF .(Ÿ dy\ . EE 
PRE TUE ea OR EP) (ae dx 
d’où 


nd ms ———.…— | 


dr dx dE) dj & de Ce) 
Au point d'intersection on à ä—£,—n, en sorte que 
l'équation précédente ne contient de variables que 6,1, 
dn 
de” | 
mètre au moyen de l'équation F(£,1,a)—o, l'e- 
quation (7x) est l'équation différentielle des trajec- 
toires. 


(2 F dE  dn dE. ds dE 


et le paramètre &. Après qu'on a chassé ce para- 
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Prenons pour l'équation des courbes coupées Le: 
l'équation différentielle des trajectoires sera d’après ce 


calcul 
dn dn Ve 2 
an + mer R)+ min — nE RME (7) 


et comme elle est homogène, on pourra la traiter par la 
méthode du n° 439. Dans l'hypothèse m—n—1, le 
système des lignes coupées étant un système de droites 
qui passent par l’origine, l’équation (7°) devient 

(EE 4 ndn) + nd — Edn — 0, 
d'où l’on tire, en divisant par "+? et en intégrant, 


Lu. 4 1 
a log. V/E En — arc tang E = tt. 


Si l’on fait 


é = COS 0, ne rsin io Me 0, 


l'intégrale prend la forme 


+ be, 
et elle est l'équation d’une spirale logarithmique [181], 
courbe qui a en effet pour caractère de couper sous un 
angle constant les droites menées par le pôle. 

Pour avoir les trajectoires orthogonales, il faut poser 
a— , ce qui réduit l'équation (72) à n 6 dé mndn—o. 
L'intégrale nn —c appartient à une série d’ellipses 
ou d’hyperboles concentriques et semblables, selon que 


les exposants 77,7 sont de mêmes signes ou de signes 
contraires , c'est-à-dire suivant que les courbes coupées 
sont du genre des paraboles ou des hyperboles. 


RAR RAR RAR ARR RAR LU RAR ARR ERA LR RARE LR A/R AR LR AAA WA LAN LR EL AA A/R, A VAS LAURÉATS AR SN BARS BABA VA A à 


CHAPITRE VI. 


DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
SIMULTANÉES. 


502. Considérons, comme dans le n° 165, un sys- 
tème de v équations entre la variable indépendante £, 
les y variables x,7,z,... qui dépendent de #, et leurs 
dénivéestrns, cr ez0@etc.cle problème de l’in- 
tégration des équations différentielles simultanées con- 
siste à tirer d'équations qui se présentent sous cette 
forme les valeurs de x,7,3...., en fonction de £, en 
donnant à ces valeurs toute la généralité qu’elles com- 
portent, par l'introduction d’un nombre convenable de 
constantes arbitraires. Pour fixer les idées sur une ap- 
plication, imaginons des points matériels en mouvement 
dans l’espace, et qui exercent les uns sur les autres des 
actions attractives ou répulsives, variables avec leurs 
distances mutuelles; désignons par # le temps; par 
LV 335 Lay V5 etc. les coordonnées des points mobiles : 
les variations infinitésimales des vitesses dépendront des 
forces auxquelles les points matériels sont soumis, et 
par conséquent des coordonnées en fonction desquelles 
s'expriment leurs distances mutuelles ; les vitesses mê- 
mes s’exprimeront par les variations infinitésimales des 
coordonnées ; et sans qu’il soit besoin d’entrer dans des 
développements qui appartiennent à la mécanique, on 
conçoit que toutes ces liaisons doivent conduire à des 
équations où entrent à la fois les coordonnées des points 
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mobiles et leurs coefficients différentiels, pris par rap- 
port au temps. Il s’agit d’en tirer les valeurs des coor- 
données en fonction du temps, puis d'éliminer la va- 
riable £, de manière à avoir des équations entre x, y ,3; 
Lis Ji 7 etC., qui sont celles des courbes décrites dans 
l’espace par les points mobiles. La plus belle question 
de la philosophie naturelle, la théorie des mouvements 
planétaires, se trouve ainsi ramenée à un problème 
d'intégration qui porte sur des équations différentielles 
simultanées. 

503. De quelque manière que l’on obtienne le sys- 
tème des équations intégrales, ou le système des équa- 
tions en é,#, y, z, etc., qui satisfait aux équations diffe- 
rentielles proposées, ce système, pour avoir le même 
degré de généralité que le système proposé, doit conte- 
nir un nombre détérminé de constantes arbitraires, 
nombre qu'on assignera sans difficulté, dans chaque 
cas particulier, par des considérations analogues à celles 
qui ont été présentées au n° 465. 

Prenons deux équations 

PR NE RE D ME PR ee ON ONE 
MURAT NT 5. 0 a AE APN OT T7 
et examinons en premier lieu le cas où l’on aurait 
M> Mu, RER. Si, pour une valeur de £ que nous dé- 
signerons par {,, on se donne arbitrairement les valeurs 
correspondantes 
LA RÉ one PEU US) LS ar (o) 
on tirera de l'équation ( f) la valeur de x"), de lé- 
quation ( f,) la valeur de y,{1), et de leurs dérivées suc- 
cessives les valeurs de 
Lt) Era etes Porta) pére) téte. 
On pourra donc construire, par la série de Taylor, les 
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valeurs de x,7 en fonction de {, qui contiendront les 
constantes arbitraires (0), en nombre 72 + n,. Donc, 
sous quelque forme qu'on obtienne les deux équations 
intégrales par lesquelles sont déterminées les valeurs 
de x,y en fonction de #, il est essentiel que ce système 
d'intégrales renferme +7, constantes arbitraires, telles 
que le système des quantités (o) puisse se déduire des 
valeurs de ces constantes, et réciproquement. 

Le raisonnement serait encore le même si l’on avait 
à la fois m—m,, n—=n,, ou si Pune seulement de ces 
égalités subsistait. 

Mais si l’on avait à la fois m>m,,n>n,, le calcul 
ne pourrait plus se faire de la même manière. Admet- 
tons, pour fixer les idées, que l’on ait 


NA, D FN, OU MN N4 > NT 
on différentiera 2-— n, fois l’équation ( f,), ce qui don- 
nera 


LT r, ee), 2), p.700), pl) 0, | 
DATE ee let de Ne D di) 0, 


(F1) 


HOT PONTS ERNEST) 0; 
Au moyen des valeurs initiales (0), en nombre 72 + »,, 
on déterminera par les équations (f), (f;) et (7) les 
valeurs de 
CE GA CE Ne Re PRE 
ensuite, les dérivées successives de l'équation (f) et de 
la dernière équation ( /”,) détermineront de proche en 
proche les valeurs de 
am), ant), ete. ; rt), lb), ete. ; 

et l’on pourra construire les valeurs générales de +, } 


par la série de Taylor, comme précédemment. Done, 
dans tous les cas, le système des intégrales complètes 
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des équations ( f), (,) doit renfermer »+-2, constantes 
arbitraires : 22+n, étant le plus grand des nombres 
MEN, Mit. | | 

504. Nous savons [165] qu'il est toujours possible de 
tirer d’un système d'équations différentielles, en même 
nombre que les fonctions x, y, 2, etc., de la variable 
indépendante £, une équation finale qui ne contiennne 
que t, æet les dérivées de x par rapport à £. Ainsi 
le problème de l'intégration d’un système d'équations 
différentielles simultanées peut toujours se ramener à 
l’intégration d'équations différentielles ordinaires, entre 
deux variables. Ordinairement il suffit d'intégrer lé- 
quation différentielle finaie entre # et x : les valeurs 
des autres variables y, z, etc., en fonction de £ sont 
données par de simples éliminations algébriques ; et dans 
ce cas le nombre des constantes arbitraires qui doivent 
entrer dans les intégrales complètes du système pro- 
posé, marque l'ordre de l'équation finale en £ et x. 
Mais il peut arriver aussi que y’',7".…. s’en aillent avec y, 
dans le calcul d'élimination qui conduit à l'équation 
finale, dont l’ordre se trouve en conséquence abaisse. 
Après l'intégration de ceile-c1, on a à intégrer, pour dé- 
terminer la valeur de y en f, une équation de la forme 

POTIT I sh. 

Les constantes arbitraires, amenées par cette nouvelle 
intégration, complètent le nombre des constantes qui 
doivent figurer dans les intégrales générales du système 
proposé. Une discussion plus minutieuse des différents 
cas possibles compliquerait l'exposition de cette théorie, 
sans utilité réelle. 

505. On peut, dans certaines circonstances, sans avoir 
besoin de former l'équation finale, intégrer conjointe- 
ment des équations différentielles simultanées. Lorsqu'on 
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a, par exemple, entre trois variables x, y ,t deux équa- 
tions linéaires du premier ordre, il est toujours possi- 
ble de les mettre sous la forme 
d'+Pr+Qyr=V, y+Px+Qyr—=vV,, 

P,Q, V, P; Q,, V, désignant des fonctions de la variable 
indépendante £. Multiplions la seconde équation par un 
facteur à, fonction de la même variable £, et faisons l’ad- 
dition membre à membre avec la première équation: il 
viendra 

x +) + (P+AP,)x +(Q+)Q,)r = V +AV,. 
Posons u —x+X7, u désignant une autre variable auxi- 
liaire : nous aurons &'+V'—u — y, eten substituant, 
u' (PAP, ju [NEA(PHAP.)—(Q-+Q = VV. 
Si l’on détermine la fonction à de manière à satisfaire 
à l'équation 

\N+A(P+2AP,)—(Q+2Q;) — 0, (a) 
laquelle ne renferme que X et #, il n’y aura plus qu’à 
substituer cette valeur de À dans l'équation 

u'+{P+HAP )u= V+AV,, (b) 
où n’entreront alors que les variables w et £, et qui est 
linéaire par rapport à uw. 

Lorsque les coefficients P,Q, P,, Q, sont constants, on 
satisfait à l'équation (a) en prenant pour À l’une des 
racines À,,}, de l’équation du second degré 

A(P+2P,) —(Q+iQ,)—0o ; (x) 
Substituons successivement ces deux racines à la place 
de x dans l’équatiôn (b); désignons par 4,, u, les valeurs 
correspondantes de u, et par C,,C, des constantes arbi- 
traires : l’intégration donne [440] 
u,—=t+4ù,y er} C, + dit (VX V je), (8,) 
ua +hy=e Pro [C, + f' dt (VV, ) PHP) : (6) 

Te UIT. 21 
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d’où 
Lu, —),u, A ou 
DORE, FT 
On change, comme à l'ordinaire, les exponentielles en 
sinus et cosinus, si les racines de (x) sont imaginaires. 
En cas d'égalité des racines à,,X,, les valeurs de x, y 
deviennent infinies, à moins qu’on ne pose G,—C,, ce 
qui les met sous la forme 2; mais on lève l’indéter- 
mination comme on l’a fait dans un cas semblable [463], 
en prenant les dérivées des numérateurs et des dénomi- 
nateurs par rapport au paramètre X,, après quoi l’on 
pose dans ces dérivées À, —,. 
506. Admettons maintenant que l’on ait trois équa- 
tions linéaires du premier ordre entre x,y, z et la va- 
riable indépendante £ : on pourra toujours les ramener 


à la forme 


x'+Pr +Qy+Rz —=V, 
Y'+Pz+Qr+Rz=V,, 
D'HIE ST Qy rm Ye : 
P,Q, R, V; P,, etc. désignant des fonctions de #. Si l’on 
fait l'addition membre à membre, après avoir multiplié 
la seconde par un facteur X et la troisième par un fac- 
teur y, il viendra 
c'+ y +uz + (PHP, +uP,)x4+(Q +2, +uQ,) 7 
+ (RHAR, EUR.) 2 V HAV, + V, . 
On fera ensuite 
x + y+uz=u, d'où 2'+Ày'+uz—=u—y\— zu, 
et par la substitution, | 
u'+ (P+AP,+uP,)u 
— 7 [V + XPH AP; +uP,) —(Q-+2Q, + nQ.)] 
—2[u+U(P+4XP, +uP,) —(R+HAR,+4R,)] 
CSN AVE A 
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Il est permis de disposer des fonctions X, & de manière 
à satisfaire aux équations 

MA (PHAP HP) —(Q IQ + Q) = 0) à 

L'+p(P+XP, +uP,)—(R+AR, +uR,)= 0, 

Quand elles pourront s'intégrer, on en tirera les valeurs 

de à, & en fonction de £ pour les substituer dans la troi- 

sième équation L 

u'+(P+AP,+uPl,)u=V+AaV,+uV,, (d) 

où n’entreront plus que les variables & et £, et qui est 
linéaire par rapport à u. 

Admettons, comme plus haut, que les coefficients 
P,Q, etc., se réduisent à des constantes : on satisfait aux 
équations (c) en prenant pour ?,4 les racines des équa- 
tions numériques 

(PHP, +BP,)—(Q+IQ +10.) 0, 
a (PP, ÆpP,)—(RHIR,H+UR)) —o. 

Afin de faciliter l'élimination, nous poserons 
BP UPS = me (e) 
ce qui donne 

1(m—Q,)—pQ,=Q , u(m—R,)—21R,—R. (e) 
Les valeurs de X,w, tirées de ces équations linéaires et 


substituées dans l'équation (e), conduisent à l'équation 
finale en m 


(mp) (m—Q.) (m8) QR, (m—P)—P.R(#—Q,) 
— P Q(m—R,)=P,Q.R-+P,QR, . 
Celle-ci étant du troisième degré, a trois racines 72,,m,,m3, 
auxquelles correspondent pour à, w., en vertu des équa- 
tions (e'), trois systèmes de valeurs X,,42; À,5%,3 À3, ls. 
L’équation (d) devient 
u' + mu N + XV: + uV, : 
en y substituant successivement pour 72,À,u les trois 


21, 
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systèmes de valeurs dénotés par les indices (1), (2), (3), 
et en intégrant, on obtient les trois équations 
THX TH pre CES dé(V AV, + piV.)en], 
nr AT H23 = C4 f di (NV + AVE  V,)erst ] ) 
THAT + pz—eT"st[C, + dt (V HV, + Hivalers ll, 
d’où il est facile de tirer x,7,z en fonction de £ et des 
constantes arbitraires C,,C,,G. Rien ne serait plus sim- 
ple que de généraliser ce calcul, en Pappliquant à un 
système d'équations simultanées, linéaires et du premier 
ordre, renfermant un nombre quelconque de variables. 
507. On peut aussi, dans le seul cas qui se prête 
généralement à une intégration effective, celui où les 
coefficients P,Q,...,P,,Q,,... etc., sont des nombres 
constants, donner au calcul une marche synthétique, 
plus analogue à celle qui a été suivie [455 et suiv.] pour 
les équations différentielles. linéaires, à coefficients cons- 
tants et à deux variables seulement. 
Soit d’abord 


x'+Pr+Qy+Rz+..... + Uu—o , 
V+P;z+Q,r +Rz+..... +U,u— 0, | 
z'+P,x+Q,r+R,z+..... +U,u—0, (2) 


u+P,_., ous 24...+U,_,u—0,) 

un système de » équations, sans derniers Lermes et à 
coefficients numériques, entre les 2 variables +,7,z,.. .u, 
fonctions de #, et leurs dérivées du premier ordre : on 
aperçoit la possibilité d'y satisfaire par un système de 
valeurs particulières 

TL Gerry ACER NZ ERA) te UETAVOET", 
C désignant une constante arbitraire, et À,w,... v des 
nombres donnés par le système des 7 équations algé- 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 32) 
briques | 
P+IQ+uR+..... +uU—m, 
P,+)Q, Huk, + ..... +uU, = dm, 
P,+2Q,+uR, + ..... + vÙ, = un, 
LUE EE À OR OTE : E  UE  AMERRIR 
Où peut substituer, dans la première de ces équations, 
les valeurs de À, w,...u en fonction de 7», données par 
les autres équations du même groupe, en nombre 7—1 ; 
et, d'après la règle de Bezout, ces valeurs sont expri- 
mées par des fractions dans lesquelles 72 entre au nu- 
mérateur à la puissance 2—2, et au dénominateur à la 
puissance 7—1 : donc l’équation finale en "2 est du de- 
gré nr. Ses racines étant désignées par 72,,7,,...1,, et 
les mêmes indices affectant les valeurs correspondantes 
de ,u,. .v,O, on a pour les intégrales complètes du sys- 
tème (2), 
= Ce-rit HCe-mt +... + Cent, 
F—=ÀGe rit HA Cet... HA,Ge mnt, 
24, CGeTmatt,Qe mi has Ab, Grerrnts (9) 
uv, Ce -rait Hu Ceres p,... +v,CGe nt. 
Supposons maintenant qu'il y ait aux seconds mem- 
bres des équations (2) des fonctions de £ désignées par 
V,V,, V,,...V,_, : les équations (2,) seront encore les 
intégrales générales du système, pourvu que les facteurs 
C,,C.,...C, désignent, non plus des nombres constants, 
mais des fonctions de £ qui satisfassent aux équations 
Chemie Ciermt CE RL Cerrs UV, 
À Cher mt) C'ermtpn L RACLETTE, 
Cet, Ce mth.... .+uOeT = V,, 


e cloïe » e eo lelnts ble le ns se ele: e sie ele 0e) 0 ae ere 9 eee) Pere re" en )e e 0° 


v,C',eTmit + v,0,67 "it + SITE + v, Ce rrt— A PRAN 
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On tirera de ces équations, par une élimination ordi- 
naire, les valeurs des dérivées C”,, C’,,...C’,, et par des 
quadratures subséquentes les valeurs des fonctions 
C,,C,,...C, qu'il faudra ensuite substituer dans les 
équations (2,). 

508. On a vu qu'on peut éliminer une variable d’un 
système d'équations différentielles sanultanées, en subs- 
tuant aux proposées des équations différentielles en 
moindre nombre, inais d’un ordre plus élevé [165]: 
réciproquement on peut abaisser l’ordre d’une ou de 
plusieurs des équations proposées, en se donnant à in- 
tégrer simultanément un plus grand nombre d'équations 
différentielles. Ainsi l'intégration du système des deux 
équations linéaires du second ordre 

z'+ Pr +Qy +Rx +Sy — V, 
+ P,x + Q y +'R;zx +S;y—V,, 
peut être ramenée à dépendre de l'intégration simulta- 
née des quatre équations linéaires du premier ordre en- 
tre les variables x, y, £,n,t : 
x'—i—0o, 
x 790; 
E + PE + Qu +R +Sr = V, 
D HPE+ Qu + Rx +Syr—V,. 
Donc les calculs qui précèdent sont susceptibles de s’ap- 
pliquer à l’intégration simultanée des équations linéaires 
d'ordres quelconques. 


509. Désignons par 


tes hr ee à. à LA AAC AUS. je; 
Ar (és ee PL. 5 7 MES À. )5s0) () 
À AR re rate À ms... MID 


un système de »2 équations différentielles simultanées du 
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premier ordre, et par 
Fr z, - en O0 ED) ET, 
TR PNE EAN anal, RE. À San S6, 


(F) 


Haabésæer euulna tannins, dd 
le système de leurs intégrales complètes, dans lesquelles 
les constantes 4, a,,...a,_,, introduites par lintégra- 
tion, se trouvent combinées d’une manière quelconque. 
En général, on peut, par une élimination dirigée con- 
venablement, transformer ce système d'équations dans 
un autre 

HN A id 0 
ANT HAL) Hg ON DE M DA me 


(#) 


f(E52T,2, 3 An x) CO; 
équivalent au précédent, et qui jouit, comme celui-là, 
de la propriété de satisfaire au système (f) avec toute 
la généralité requise. Si ‘maintenant on détermine 
d,@;5-. 4, en fonction de 1; x,7,2,...par les équa- 


tions 


df df 2: RET-TNS ” 


Le 
a — O ri O + 
da cute k ds. 


et qu'on substitue les valeurs ainsi trouvées dans les 
équations ( f), on forme d’autres équations 
A AN OPEN Po me 
P:(E5 27,2, «4 :1)=0, 
a: (sec ra s)r—0, 
qui, prises ensemble, satisfont au système ( /), mais en 
qualité d’intégrales singulières ; à moins que, par acci- 


(#) 


dent, les valeurs de a, a,,...a,_,, tirées des équations (f”), 
ne se réduisent à des constantes, ou à des fonctions de 
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l; 2,ÿ,2,...qui prennent elles-mêmes des valeurs cons- 
tantes, en vertu des équations (o). ‘À 

Au lieu de prendre à la fois tout le système (f) ou 
tout le système (+), on pourrait remplacer partiellement 
certaines des équations (f) par leurs correspondantes 
dans le système (o), c’est-à-dire f; par o, et ainsi de 
suite. On formerait ainsi des systèmes 7nirtes, qui sa- 
tisfont encore à leur manière au système des équations 
différentielles proposées. 

Cette analyse s’étendrait, s’il était nécessaire, aux 
équations différentielles simultanées, d'ordres quel- 
conques. 

910. Pour donner un exemple d'intégration simul- 
tanée dans le cas où les équations différentielles propo- 
sées ne sont pas linéaires, et pour indiquer en même 
temps l'application qu’on peut faire de la théorie des 
intégrales singulières aux équations différentielles où 
toutes les variables sont mêlées, prenons les deux équa- 
tions du premier ordre à trois variables 

(ar + 7e) — Btay —o, () 
ap ta — ay) 0 (2) 
En les différentiant on a 
pp) (et 22 + ap = (ay to ta), 
22 y —t(xy"— x'y) =0 . 
Si l’on tire de la seconde de ces équations dérivées la 
valeur de z'y pour la reporter dans le second membre 
de la première, on mettra celle-ci sous la forme 
(x'y+ 2x y + ay")(xy+yx—2at)=0o,  () 
et on la décomposera dans les deux équations 
x'y+ ox y +ay=o, (4) 
x'y+yz—2t—=0. (5) 


L'équation (4) équivaut à 
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d(xy) 

dt? 
a,b désignant deux constantes arbitraires. 


, doù 27 —at+ 0, (6) 


Ces deux constantes ne sont pas indépendantes l’une 
de l’autre; car les deux équations (1), (2) doivent s’ac- 
corder lorsqu'on en chasse y, y” au moyen de l'équation 
(6); et l’on trouve que, pour rendre ces deux équations 


2 


identiques, il faut poser = 7: au moyen de quoi 
l’intégrale (6) devient 
a? 
A ee rt (7) 
Chacune des équations (1) et (2) donne ensuite 
adt FAT à 


SF — at x 


d’où, en intégrant et en désignant par c une constante 
arbitraire, 
z't—c(ft— a). (8) 

En conséquence, le système des équations (7) et (8) 
donne les intégrales complètes des deux équations pro- 
posées (1) et (2). 

On peut substituer à l'équation (8) une autre équa- 
tion plus simple; car on en tire 


(A 
9 6» Car mo Ciicral CS 
Â TX 


tandis que l'équation (7) donne 


2 


LA a 1. 
TZ —— —r  — 
4 F3 4° x 


donc, si l’on désigne par a, une nouvelle constante ar- 

bitraire, telle que aa, —4c, Don (8) pourra être 
Rnolee par 

RE AIN (9) 

Maintenant, si l’on emploie le second facteur de l’équa- 
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tion (3), et qu'on élimine x’, y’ entre l’équation (5) et 
les deux proposées, il viendra 

7e , (10) 
intégrale singulière, puisqu'elle ne contient pas de cons- 
tante arbitraire, et qu’elle ne peut pas rentrer dans l’in- 
tégrale (7), par une détermination convenable de la 
constante a. D'ailleurs la dérivée de l'intégrale (7) par 
rapport à a donne a—2#, et cette valeur reportée dans 
l'équation (7) fait retomber sur lintégrale singulière 
(10), conformément à la théorie exposée dans le n° pré- 
cédent. 

Au moyen des valeurs de y, 7’, tirées de l’équation 
(ro), les proposées se changent l’une et l’autre en 
æ—2x't—0, d'où, en intégrant et en désignant par « 
une constante arbitraire, 

LE QUE (r1) 
D'ailleurs il est aisé de voir que le système des équations 
(10), (11) devient identique avec celui des équations (9), 
(10), quand on pose «—4,. 

911. Si l’on excepte les équations différentielles li- 
néaires dans lesquelles les fonctions de la variable indé- 
pendante et leurs dérivées sont multipliées par des 
nombres constants, il est bien rare que des équations 
différentielles simultanées puissent s'intégrer autrement 
que par approximation. Dans certains cas, et notam- 
ment dans les problèmes relatifs aux mouvements des 
corps célestes, on a donné à l’approximation une forme 
trop remarquable pour que nous ne lindiquions pas 
brièvement. 

Afin de fixer les idées, soient 

FOUT Se, D RO D 1 0) 
fi (te rec lot Pres IE DEC ) 


Il |] 
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deux équations entre le temps et les coordonnées x, y 
d’un point mobile sur un plan. Admettons de plus que 
lon ait 

fabien fe rtepus ( 
f,9, f,, ?, désignant d’autres fonctions des mêmes varia- 
bles et de leurs dérivées, et s un nombre très-petit : de 
sorte que, si l’on supposait ce facteur & tout à fait nul, 
les équations du problème se réduiraient à 

PE OMIS 9 (h) 

Supposons enfin que le système formé de ces dernières 
équations puisse s'intégrer, et qu'il ait pour intégrales 
générales 
DUO AT AUS GUN AI OIL 40 G: DEN — 0! (1) 
a, b,c, etc., désignant les constantes arbitraires amenées 
par l'intégration. Si l’on élimine £ entre ces deux équa- 
tions, on aura 

RP A AT TC ARR ART EE TT Lu 
pour l'équation de la courbe que le point mobile décri- 
rait sur le plan xy, dans le cas où l’on pourrait supposer 
nul le facteur e. 

Maintenant il sera permis de représenter encore par 
les équations (4) les intégrales générales des équations 
(2), dans lesquelles on ne suppose plus nul le facteur s, 
pourvu que dans les fonctions EF, F, on regarde les para- 
mètres «, à, c, etc., non plus comme des constantes, mais 
comme des fonctions de la variable indépendante £, 
qu'il faut déterminer de manière à satisfaire aux équa- 
tions (2). D’après l'hypothèse, celles-ci ne diffèrent des 
. équations (4,) que par la présence de termes qui restent 
très-petits : donc on peut traiter comme de très-petites 
quantités les dérivées ou les fluxions 
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— , etc. , (4) 


qui s’évanouiraient rigoureusement avec <. Ordinaire- 
ment il y a lieu de profiter de cette remarque pour sim- 
plifier les équations qu'il s’agit de traiter, et qui se 
trouvent substituées au système des équations pro- 
posées. 

Dire que les fluxions (#) sont des quantités très-pe- 
tites, c'est exprimer en d’autres termes que les paramè- 
tres «, bc) etc., varient très-lentement, ou conservent 
pendant un long laps de temps des valeurs sensiblement 
constantes. Donc, si l’on observait à une certaine époque 
le mouvement du point (x,7), on trouverait qu'il décrit 
sensiblement la courbe donnée par l'équation (7), dans 
laquelle il faudrait attribuer à a, b, c, etc., de certaines 
valeurs constantes. Au bout d’un temps considérable, si 
l'on répétait les mêmes observations, on trouverait en- 
core que le mobile décrit une courbe de même espèce, 
mais pour laquelle les paramètres à, 0, c, etc., ont des 
valeurs sensiblement différentes de celles que leur 
assignaient les premières observations ; et ainsi de suite, 

Il ne faut donc pas voir seulement un artifice ingé- 
nieux d'analyse dans la méthode d'intégration par la 
variation des constantes arbitraires, dont Lagrange a 
été le promoteur, et dont nous avons vu une application 
élégante à l'intégration rigoureuse des équations diffé- 
rentielles linéaires où les fonctions et leurs dérivées ne 
sont multipliées que par des nombres constants. Elle au- 
rait pu être suggérée par l’observation des phénomènes, 
à la représentation desquels elle s'adapte naturellement 
dans des circonstances comme celles qui viennent d’être 
définies. 


LIL VE VE UE LIVE LR SR LES UE LLIULE LL LAILELTLLELULGR LER LEUR TUE VEURLERRVE VE LUS D R/A 


CHAPITRE VII. 
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DE LA CONSTRUCTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
A UNE SEULE VARIABLE INDÉPENDANTE. 


912. Nous avons discuté les cas principaux où l’on 
sait assigner la fonction qui satisfait de la manière la 
plus générale à une équation différentielle donnée, ou 
trouver l'équation générale des courbes qui jouissent 
en tous leurs points de la propriété exprimée par l’é- 
quation différentielle. Nous avons indiqué comment, 
lorsque l’intégration n’est plus possible sous forme finie, 
on peut encore souvent, ou ramener l'intégration aux 
quadratures, ou développer l'intégrale en séries conver- 
gentes, ou quelquefois même remplacer les séries par 
des intégrales définies, prises entre des limites spéciales, 
et susceptibles d’être évaluées numériquement, avec 
une approximation illimitée, pour chaque valeur de la 
variable indépendante. Mais une équation différentielle 
à laquelle aucun de ces procédés d'intégration n’est ap- 
plicable, n’en détermine pas moins la série des valeurs 
uumériques par lesquelles la fonction doit passer, apèrs 
qu’on a assigné, pour une certaine valeur de la variable 
indépendante, les valeurs correspondantes de la fonction 
et de ses dérivées, jusqu’à celle dont l’ordre est infe- 
rieur d'une unité à l'ordre de l'équation proposée. Il 
peut même arriver que, par la discussion directe de 
l’équation différentielle, on découvre la marche et toutes 
les propriétés caractéristiques de la fonction qu’elle dé- 
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terminé implicitement, mieux qu'on ne pourrait le faire 
4 9e . 3° / 1 ’ / 

à l’inspection de l'intégrale générale, donnée sous forme 
finie, ou développée en séries, ou bien enfin exprimée 
par des intégrales définies ou indéfinies. C'est ce que 
M. Sturm a montré dans son beau mémoire sur la dis- 
cussion des fonctions V, déterminées implicitement par 
l'équation différentielle du second ordre 


adN 
(KT) 
dx 


dans laquelle G,K désignent des fonctions de la va- 


+ GV—=o, (V) 


riable indépendante x ("). 

Cette équation comprend celle de Riccati, ou celles 
dont l’intégration par les séries et par les intégrales dé- 
finies a fait l’objet du chapitre III du présent livre. 
Lorsque les fonctions G,K se réduisent à des constantes 
réelles et positives, la fonction V représente un sinus ou 
un cosinus. Dans le cas général, la marche de la fonc- 
tion V offre avec celle des fonctions six et cos des ana- 
oies très-remarquables, que fait ressortir la discussion 


5 
directe de l'équation (V), et qu'il faut voir dans le mé- 


lo 


moire cité. Ce chapitre doit porter sur des considérations 
beaucoup plus élémentaires, et indispensables [437] pour 
compléter la théorie de l’intégration des équations diffé- 
rentielles. 
513. Soit 

F(z,7,7:)=0 (F) 
une équation différentielle du premier ordre, à deux 
variables, qui devient 


J=$f (2,7); (f) 


(*) Voyez le Journal de mathématiques de M. Liouville, tom. E, 
pag. 106. 
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quand on la résout par rapport à y’. Pour chaque sys- 
tème de valeurs de x et de y, cette équation détermine 
le rapport de la variation infiniment petite de y à la 
variation infiniment petite de x : elle détermine donc 
implicitement la différence finie des valeurs de y, cor- 
respondantes à deux valeurs de x séparées par un in- 
tervalle fini, lorsque dans l'intervalle dy ne cesse pas 
d’être une quantité infiniment petite, ou lorsque la 
fonction y n’éprouve pas de solution de continuité du 
premier ordre; ce qui a lieu quand la fonction »” reste 
finie, et même dans certains cas, quoique la fonction y" 
passe par l'infini. 

Désignons par x,,X deux valeurs de x séparées par 
un intervalle fini; posons 2Ax — X—x,, n désignant un 
nombre assez grand pour que la quantité Ax puisse être 
considérée comme une quantité très-petite du premier 
ordre [45]; faisons 

Li L) V'ANPT == 2) 210) Li x, LOAT , etc, 
et désiénons par 5; Ja Pas etCs5 Vo JioY:, etc. les 
valeurs de y, y” qui répondent respectivement aux va- 
leurs de x désignées par x,, x,, x,, etc. Si l’on se donne 
arbitrairement la valeur y,, on peut, avec l’équation ( f”), 
calculer approximativement, de proche en proche, la 
série des valeurs de la fonction y entre les limites 
4 —=Xoy & — X. En effet, cette équation donne 


Jo (LT); 
et lon a, en négligeant une quantité très-petite du 
second ordre, 
Vo HS OT TS + (Lo 30) AT: 
Par la substitution de cette valeur de y, dans l'équation 


Den rit, 
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on obtient la valeur de y’,, affectée d’une erreur qui ne 
peut être non plus, en général, qu’une quantité du second 
ordre; car,en général, la variation de la fonction f'est une 
quantité de même ordre que les variations des quantités 
æ,y dont elle dépend. On aura donc, aux quantités près 
du second ordre, 
PT ET ATE= TE f (Go; Jo) -A7 + f (A, 71) AX , 

et ainsi de suite. Comme 2 est, par hypothèse, un très- 


T : 
grand nombre, ou - une quantité de l’ordre de Ax, 
nm 


l'erreur qui se commet, à chaque valeur de y que l’on 
détermine, étant répétée 7 fois, peut amener sur la va- 
leur trouvée pour Y qui correspond à X, une erreur 
égale à une quantité très-petite du premier ordre, 
ou de l’ordre de Ax, et qui sera négligeable si l’on a 
pris pour Ax une quantité suffisamment petite. 

Ce raisonnement tombe en défaut lorsque les dérivées 

dftx,r) dftx,r) 
Eee 

sont susceptibles de devenir infinies, pour des valeurs 
de x et de y qui tombent respectivement entre x, et X, 
Yo et Y; car alors une variation très-petite du second 
ordre, attribuée à x ou à y, peut faire varier la fonction 
f de quantités du premier ordre : mais, dans ce cas 
même, si la fonction f ne devient pas infinie, on conçoit 
que la fonction y passe, en vertu de l’équation ( f ), qui 
en règle les variations infinitésimales, par une succession 
de valeurs déterminées; bien que la méthode d’approxi- 
mation ne soit plus propre à donner, avec une préci- 
sion suffisante, une série de valeurs séparées par des 
intervalles finis (7). 


(‘) On n’a guère occasion de pratiquer le calcul d’approxima- 
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On remarquera que le calcul arithmétique qui vient 
d’être indiqué, équivaut à construire la courbe dont 
l’ordonnée est la fonction y, en substituant à cette 
courbe un polygone qui s’en rapproche d'autant plus 
que la ligne Ax a été choisie plus petite, et en se don- 
nant en outre un point par lequel la courbe doit 
passer, et qui est un des sommets du polygone construit. 

514. Quand la valeur de y”, donnée par l'équation f, 
passe par l'infini, on peut renverser cette équation et 
écrire 

PEU L 

tee HD} 
en prenant y pour variable indépendante. Si la fonc- 
tion y doit devenir infinie en même temps que y’, l’équa- 
tion différentielle, mise sous cette dernière forme, pourra 
servir à prolonger tant qu'on le voudra la branche de 
courbe rh (fig. 102), sur laquelle on a pris le point 
m, pour point initial, et qui est située en decà de l'a- 
symptote PN, parallèle à l’axe des 7. On ne pourra con- 
tinuer la construction de la courbe, de l'autre côté de 
PN, qu'en se donnant arbitrairement un autre point 
initial z2’,, par lequel la branche 77',n° sera assujettie 
à passer. Rien ne s'oppose à ce qu'on choisisse pour 
m', Comme pour 7, un point quelconque, sous la seule 
condition que les valeurs de ses coordonnées ne rendent 
pas imaginaires les valeurs correspondantes de y données 


par l'équation ( f ). 


tion indiqué dans ce numéro, et par conséquent de désirer une 
expression rigoureuse des limites de l'erreur commise. Cette ex- 
pression a été donnée par M. Cauchy. Ou peut consulter là-dessus 
les ouvrages de cet habile analyste, et un mémoire de M. Biuet, 
inséré dans le Journal de math., de M. Liouville , tom. IT, pag. 220. 


4 ENS LE 22 
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Quand on peut exprimer analytiquement l’intégrale 
de l'équation (f°), la branche #1"4n", qui doit être associée 
à #nç,n, se détermine ordinairement par la condition que 
la constante arbitraire ne change pas de valeur dans le 
passage d’une branche à l’autre; mais cette condition 
déterminante disparaît, lorsque l'équation différentielle 
n’a pas d’'intégrale susceptible de s'exprimer avec les 
signes de lanalyse. 

La différence de deux valeurs de y, entre lesquelles 
a lieu le passage de la fonction y par l'infini, ne peut 
plus exprimer la somme des accroissements infiniment 
petits que la fonction a reçus dans l'intervalle; et la 
dénomination d’éntéorale ne s’appliquerait plus qu’im- 
proprement à l'équation en æ,y qui satisfait à l'équation 
différentielle proposée, si lon avait en vue la compa- 
raison de ces valeurs. Soient pourtant x,,X les valeurs 
de x entre lesquelles tombe celle qui rend y infini, et 
J'Y les valeurs correspondantes de y : si l’on fait passer 
æ de la valeur x, à la valeur X par une succession de 
valeurs imaginaires qui ne donnent point à y des valeurs 
infinies, la différence Y—y, exprimera de nouveau la 
somme des accroissements infiniment petits, réels ou 
linaginaires, reçus successivement par la fonction y, 
dans le passage d’une valeur à l’autre [321]. La somme 
des parties imaginaires de ces accroissements devra être 
nulle, puisque, par hypothèse, les valeurs »,,Y, et par 
conséquent leur différence Y—y,, sont des quantités 
réelles. 

915. Il y a lieu de soumettre à une discussion spé- 
ciale le cas où l’équation différentielle serait de la forme 

reg. h(x, y). (1) 
En effet , soit >, une valeur de > qui fait évanouir ® r : 
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si la valeur de la fonction y croit ou décroit sans discon- 
tinuité, de la valeur initiale y, à la valeur y, , au mo- 
ment où y aura atteint cette valeur y,, celle de y’ sera 
nulle; la valeur consécutive 
Ynti = Ja he Âx 

se réduira donc à y,; de sorte que J’,+, sera encore 
une quantité nulle, et ainsi indéfiniment. Par conséquent 
la valeur de la fonction, après avoir été une quantité 
variable de y, à y,, deviendra tout à coup une quantité 
constante. 

Il faut bien considérer que la remarque faite ici ne 
porte pas seulement sur la construction arithmétique ou 
sraphique au moyen de laquelle les valeurs consécutives 
d’une fonction se trouvent déterminées avec une approxi- 
mation illimitée, en vertu de l’équation différentielle 
qui exprime la loi de ses variations infinitésimales, lors 
même que cette équation ne comporterait pas d'inté- 
orale exprimable analytiquement. La remarque porie 
avant tout sur la génération même de la fonction, toutes 
les fois qu’elle passe effectivement et dans le sens propre 
par une succession de valeurs; ce qui suppose que la 
variable indépendante x désigne ie temps ou une quan- 
tité qui croit avec le temps. 

516. Il s’agit de savoir dans quelles circonstances la 
fonction y peut atteindre la valeur qui fait évanouir oy, 
en partant d’une valeur initiale différente. Pour cela, 
considérons d’abord le cas où la fonction d (x,7r) se 
réduirait à une constante c, et où la fonction oy serait 
de la forme my—n, m et n désignant des nombres 
constants. L’équation 

j'=c(my+n) 
22, 
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a pour intégrale 
my + n—=(my, + n) entre). 

x, J, désignant les valeurs initiales des deux variables. 
La quantité 72y.—-n est par hypothèse différente de 
zéro : il résulte donc de la forme de l'intégrale , que la 
quantité my+-n ne peut devenir nulle pour aucune va- 
leur finie de x; que seulement elle converge vers zéro 
quand la quantité mcC(x—x,), supposée négative, prend 
des valeurs numériques de plus en plus grandes. 

Passons au cas général, et admettons seulement que 
la fonction ®'y ne devienne pas infinie pour la valeur 
de y qui annule ®y. Soit n cette valeur : si la fonction 
y, en partant d’une valeur plus petite ou plus grande, 
peut croître ou décroître jusqu’au point d'atteindre la 
valeur n, il sera permis de prendre pour y, une valeur 
infiniment peu différente de » , et alors oy différera in- 
finiment peu de (y —n) on. Admettons, pour fixer les 
idées, qu'on ait y,>n, ?n>0 : dy ne pourra pas de- 
venir négatif pour des valeurs positives de dx, et par 
conséquent y ne pourra point passer de la valeur y, à 
la valeur n, si la fonction d (x, y) ne prend dans lin- 
tervalle des valeurs négatives. On exclut d’ailleurs le 
cas où cette fonction passerait par l'infini ou devien- 
drait indéterminée. Soit donc —c la plus grande nu- 
mériquement des valeurs négatives que la fonction 
Ÿ (x,y) prend dans l'intervalle : on vient de voir, d’a- 
près la forme de l'intégrale que comporte l'équation 

dy=—c (y—1). on dx, (2) 

que la différence y—n ne peut devenir nulle pour 
aucune valeur finie de x; à plus forte raison il est im- 
possible, quand la fonction y doit satisfaire à l’équation 


différentielle 
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que la différence y—n s’'évanouisse pour aucune valeur 
finie de x ; puisque, par hypothèse, la fonction Ÿ (x, '), 
en la supposant même constamment négative, n’attein- 
drait jamais une valeur numérique égale à c, et qu’ainsi 
y décroït moins rapidement en vertu de l'équation (3) 
qu'en vertu de l'équation (2). 

Si l’on supposait y, <n, ou w'n <o, on démontre- 
rait par un raisonnement semblable, que y ne peut de- 
venir égal à n pour aucune valeur finie de x. 

Il ne reste done plus que l'hypothèse où le coefficient 
on devient infini; ce qui arriverait, par exemple, si 
l'on supposait 

QE En ; 
Æ désignant un nombre compris entre o et 1, ou bien 


encore 
I 


7 log(—n) 
et alors l'équation y —n est une intégrale singulière de 
l'équation (1 ). 

517. Nous avons admis que l'équation (F), résolue 
par rapport à y’, ne donnait pour y’ qu'une seule va- 
leur réelle f (x, y). Évidemment dans ce cas il n’y a pas 
d’intersection entre les lignes, en nombre infini, que 
Von peut construire en vertu de l'équation (F), en se 
donnant arbitrairement un point de chaque ligne; puis- 
que, si elles se coupaient, y” aurait, contre l’hypothèse, 
plusieurs valeurs correspondantes aux coordonnées x, y 
des points de rencontre. Ce principe ne souffre d’ex- 
ception que si la valeur de y’ devient indéterminée pour 
certaines valeurs de +, y. Par exemple, l'équation diffe- 
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r 


rentielle y —" appartient à une infinité de lignes droites 
L 


qui.se coupent toutes à l’origine des coordonnées, point 
pour lequel la valeur de y” se présente sous la forme 
2 [182]. 

Lorsque l'équation (F) donne à y” plusieurs valeurs 
distinctes y’ —f, (x,7),y'=f, (x, y), etc., chacune. de 
ces équations, prise séparément, peut se construire 
comme l'équation (f), et donne naissance à un système 
formé d’une infinité de courbes ou de branches de 


courbes, particularisées par le choix du point initial. 
Ainsi l'équation 
JE —2ÿax(y—p)+y + —=o (a) 
équivaut aux deux suivantes 
y —p+ VW p{p—2r)—x* 


Var TITI EL RAT ? (a) 
uen ‘mx —9Y)—2° 
PS dns LT p(p—27) (a) 


TL 
dont chacune peut être séparément construite. 
Dans cet exemple, y' prend une valeur imaginaire, 
toutes les fois que les variables x, 7 satisfont à l’inéga- 
lité 
P(Pp—2y)—æ <o. 
La courbe 


p(p—27)—x —o (&) 
limite donc sur le plan y la région dans laquelle peu- 
vent s'étendre les courbes caractérisées par l'équation 
(a). Les deux valeurs de y’ deviennent égales pour les 
points situés sur la courbe (D); c’est-à-dire qu'elle est 
le lieu des points où se raccordent deux à deux les bran- 
ches de courbes caractérisées respectivement par les 
équations («,),(a,). Or ce raccordement peut avoir lieu 
de deux manières différentes. 
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En général , la tangente commune aux deux branches 
de courbes (a,),(&,), pour les points situés sur la courbe 
(à), diffère de la tangente à la courbe (b) en ces mêmes 
points. C’est ce qui arrive notamment dans l'exemple 
que nous avons choisi. La valeur de y” tirée des équa- 
tions (a,), (a,), se réduit pour les points situés sur la 
courbe (6) à 

ANS NT) 
à TL 


tandis que la différentiation de l'équation (2) donne 


? 


7 ATÈEE LE 
Le TND 


d A , / / 
et pour que cette valeur de _ fût égale à celle préce- 
ax 
demment trouvée pour y’, il faudrait qu’on eût 


re “A 
=, Où p(p—— 0, 


relation inconciliable avec l’équation (b), excepté quand 
ed 

En pareil cas, les branches (a,),(a,) se raccordent sur 
la courbe (2) en formant un rebroussement; et cette 
courbe limite est le lieu de tous les points de rebrousse- 
ment des courbes auxquelles appartient l'équation diffé- 
rentielle (a). 

918. Mais si l’on a l'équation 

Ja —2y x (2y—p)+a2y (2r—p)+2—0, (à) 

laquelle se décompose dans les deux suivantes : 


rar p Vpn ar) s 
Rien ut Pare (a) 
DV ER pp) , 

y RCE 4 PP T) : (x) 


il arrive que la tangente commune aux branches («,), (x), 
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aux points de raccordement de ces branches situés sur 
la courbe (b), se confond avec la tangente à cette der- 
nière courbe, qui devient ainsi l'enveloppe de toutes 
les courbes caractérisées par le système des équations 
(x, ),(«,). En effet, l'équation qui établit cette coïnci- 
dence , savoir, 


est identique avec l'équation (). 

Ce résultat s'accorde avec ce qu’on a vu [184] : lé- 
quation (x) est celle qui s'obtient quand on élimine la 
constante a entre l'équation 
à, (@) 
et sa dérivée immédiate. L’enveloppe de toutes les pa- 
raboles caractérisées par l’équation (x), ou par l’équa- 
tion (c) qui en est l'intégrale générale, est précisément 
la parabole (0). 

De sorte que le point de contact de chaque enve- 
loppée avec l'enveloppe divise l’enveloppée en deux arcs 
paraboliques , sur l’un desquels la valeur de y” est don- 
née par l'équation (x), tandis que sur l’autre elle est 
donnée par l'équation («:). | 

519. Ceci fait naître une autre difficulté : car, si x 
désigne le temps ou une quantité croissant avec le temps, 
on ne voit pas de raison pour que la fonction y, dont 
la loi de variation est exprimée par l'équation (x), soit 
représentée, pour des valeurs de x plus grandes que 
l’abscisse Op (is. 48 )du point de contact de l’envelop- 
pée avec l’enveloppe, plutôt par l’ordonnée de l’arc rar 
appartenant à l’enveloppée, que par celle de Pare y 
appartenant à l'enveloppe; et cependant il est impos- 


MALE 
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sible que cette fonction, partant d’une valeur initiale 
donnée, ait à la même époque, ou pour la même valeur 
de x, deux valeurs différentes. 

Cette difficulté sera levée à l’aide des considérations 
suivantes : 

Désignons par u—0o l'équation de la courbe enve- 
loppe, w étant une fonction de x, y,au moyen de la- 
quelle nous pourrons chasser y et dy de l'équation dif- 
férentielle proposée. Il faut que cette équation prenne la 
forme 

du —=qu.%{(u, x) dx, 

ou étant une fonction de w qui s’évanouit avec u, et 
dont la dérivée qu devient infinie pour u—0, du moins 
lorsque la fonction 4 (x, x) ne devient point elle-même 
infinie ou indéterminée. Car, de cette manière, lorsque 
la fonction w, après avoir eu à l’origine une valeur 
différente de zéro, vient à s’évanouir, ce qui arrive au 
point de contact de l’enveloppée et de l'enveloppe, la 
tangente de l’enveloppée est déterminée par l'équation 
du —0, et se confond avec celle de l'enveloppe, comme 
cela doit être. 

Il en résulte [ 515 ] que la fonction w, ayant une fois 
atteint la valeur zéro, conserve indéfiniment cette va- 
leur pour des valeurs croissantes du temps ou de la va- 
riable + : de sorte que la fonction y, représentée dans 
une première partie de son cours par l’ordonnée de 
l’'enveloppée, est représentée ultérieurement par l'or- 
donnée de l'enveloppe. 

Pour appliquer ceci à notre exemple, si lon pose 


u—=p(p—2y)— 2, 


les équations («,),(x,) deviendront 
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2V/u +1 D Vu 1 


A Vu OUEN 


920. Nous retombons de cette manière sur la théorie 
des intégrales singulières exposée dans le chapitre IV 
du présent livre. On voit pourquoi nous leur avons 
conservé le nom diéntéorales que quelques auteurs leur 
refusent à tort : c’est qu’en effet, quand Île temps joue 
explicitement ou implicitement le rôle de variable indé- 
pendante , le problème de lintégration proprement dite, 
qui consiste à assigner la somme des accroissements 
infiniment petits de la fonction dans un intervalle de 
temps donné, est résolu successivement au moyen d’une 
intégrale particulière et au moyen de l'intégrale singu- 
lière; de sorte que la solution n’est complète que quand 
on Joint l'intégrale singulière au système des intégrales 
particulières ou à l’intégrale générale. 

Cette propriété de l'intégrale singulière lui appartient 
en raison de ce qu’elle représente la ligne enveloppe de 
toutes les lignes données par les intégrales particulières. 
En conséquence, lors même que léquation de la ligne 
enveloppe pourrait se tirer de lintégrale générale par 
une détermination convenable de la constante arbitraire 
(auquel cas elle ne serait plus une intégrale singulière 
dans le sens purement abstrait que les analystes sont 
convenus d’attacher à cette expression ), elle n’en méri- 
terait pas moins la qualification d’intégrale singulière, 
en ce sens qu'il faudrait la joindre à chacune des autres 
intégrales particulières, pour compléter la solution du 
problème d'intégration, lorsque la variable indépen- 
dante est le temps ou une quantité croissant avec le 
temps. 

Par exemple, l'équation différentielle 
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pa ” 
X° — y? 
a pour intégrale générale l'équation 
TITRE TO) = 0), 

qui représente une infinité de cercles ayant leurs centres 
sur l'axe des y, et touchant tous l’axe des x à l’origine 
des coordonnées. L’équation 7 —o, qui satisfait à la 
proposée, n’est qu'une intégrale particulière, en ce 
sens qu'elle se tire de l’intégrale générale quand on y 
fait a—œ : mais, si la variable x représente le temps, 
et que, pour une valeur négative de x on donne à y 
une valeur positive, assujettie seulement à la condition 
d’être numériquement plus petite que x, la fonction 
y s'annulera en même temps que x,et restera ensuite 
constamment nulle pour toutes les valeurs positives 
de x. Il faut donc associer l'équation y —o à chacune 
des autres intégrales particulières, pour en former un 
système qui, dans chaque cas particulier, résout le pro- 
blème d’intégration;et, sous ce rapport, l’équation y —o 
est vraiment une intégrale singulière de la proposée. 

Pour comparer l'équation (d) à l’équation (1), on po- 
sera 
2X 


-G 
D 
I 

= 
( 


\ EE 
14 y? 


et la fonction oy ne satisfera plus à la condition établie 
[516], pour que la fonction y, partant d’une valeur 
initiale autre que zéro, puisse devenir nulle; mais cela 
tient à ce que le facteur Ÿ (x, y) devient infini pour le 
système de valeurs +2—0,7—o; et ce cas était exclu 
dans la démonstration rapportée au n° cité. 


521. Passons aux équatious du second ordre: ce que 
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nous allons en dire s’appliquera facilement aux équations 
d’un ordre quelconque. 
Soit 
CAE CEA) (e) 
une équation du second ordre, résolue par rapport à y”: 
admettons que, pour une valeur x, de la variable inde- 
pendante, on se soit donné arbitrairement les valeurs 
correspondantes »,,),; il viendra 
Po (Los Vos Vo) 5 
et si l’on pose xæ,—x,+Ar, Ax désignant une quantité 
très-petite du premier ordre, on aura, aux quantités près 
du second ordre, | 
NT HT; PT ot I AE ; 
puis 
PS sr) EN HT AL, PE HT A ; 
et ainsi de suite; en sorte que la série de valeurs par 
lesquelles passe chacune des fonctions y’,y, peut être 
calculée arithmétiquement avec une approximation in- 
définie. 
Si l'équation (e) est de la forme 
=. (2,959) ) 
et que y” atteigne une valeur »’ qui fait évanouir 9, 
y" s'évanouira, et par suite y’ conservera, à partir de cette 
époque, une valeur constante. La proposée aura pour 
intégrale première singulière y —1'; et l'intégrale de 
celle-ci, y—1'x1-c, satisfera à la proposée, mais sans en 
être l’intégrale générale, puisqu'elle ne renfermera que 
la constante arbitraire c. 
Si la proposée se met sous la forme 


! 
"= .V(r, 7,7 )=0, 
et que y atteigne une valeur qui fait évanouir 9), J° 
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s'évanouira; mais comme en même temps y’ a une va- 
leur en général différente de zéro, y et y” prendront 
aussi, dans l'instant suivant, des valeurs différentes de 
zéro. Par conséquent l'équation y—1, qui est une inté- 
grale singulière de la proposée, sans constante arbitraire, 
ne représentera point, à aucune époque, la suite des va- 
leurs par lesquelles doit passer la fonction y, lorsque la 
variable indépendante x désigne le temps ou une quan- 
tité croissant avec le temps, à moins toutefois que y” ne 
sévanoulisse en même temps que 9. 

On pourrait donner plus de généralité à ces remar- 
ques, comme nous l’avons fait pour les équations du 
premier ordre; mais il suffit que ce sujet soit indiqué. 

522. Considérons encore le système des équations 
simultanées [510] 

(ay + y'a) — Bt y =0, 2y —t(ay —x'y) = 0 ; 
et posons xy—{?—u, ce qui les changera en 

u+qu—=o, 2t(u+é)x (+ ut—u)x. 
Lorsque {,x,7 auront atteint des valeurs qui annulent 
{a fonction u, uw’ s'évanouira, et par suite la fonction & 
restera constamment nulle: on aura pour déterminer x 
l’équation 2x —x, d'où x°—a,t. Les intégrales géné- 
rales des équations proposées sont 
Fe 
LYCÉES ri xl = ay. 
Supposons, afin de fixer les idées, a > o : ce système re- 


r a 
présentera les valeurs de x,y pour les valeurs de t< -; 
2 


- «a 
mais, pour é > —, les valeurs de x, y seront données par 
2 
le système 
6 Ne Be À PSE 
qui représente l'intégrale singulière des proposées. 
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DE LINTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉREN- 
TIELLES TOTALES.—APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


223. Si l’on a, entre les variables indépendantes x, », 
et la fonction z qui en dépend, une équation de la 
forme 

dz—%{(x,y) dx +%(zx,y) dr, 
l'intégration de cette équation se ramène aux quadra- 
tures [393], pourvu que les fonctions +, Ÿ satisfassent à 
la condition pr 
__dÿ 
F— dx 

Si les fonctions +, renfermaient la variable z, ou si 
l’on avait entre les variables x, y, 3 et leurs différentiel- 
les totales, l'équation 

X dx + Ydy + Zdz =0, ; (1) 
X, Y,Z désignant des fonctions de x, y,z,on ramènerait 
encore aux quadratures l’intégration de cette équation 
[396|, pourvu que les fonctions X, Y,Z satisfissent aux 
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conditions d'intégrabilité 
Xe A GYdX 8 dt AY pat 
rer LIde 
et l’intégrale aurait la forme F(x,y,z)—const., F dé- 
signant la fonction dont le membre de l'équation (1) est 
la différentielle exacte. 

Dans tous les cas, en admettant qu’il existe une fonc- 
tion z de deux variables”indépendantes x, y, propre à 
satisfaire à l'équation (1), et d’où l'on puisse tirer la va- 
leur de dz sous la forme 

dz — pdx + qdy, 
il faut qu'on ait 


dp dq 

ARE (2) 
mais, en vertu de l'équation (1) 

X ve 

Pose LT O7: 

d'où 
di | 4@ de ge “Ce ) 4) Y 
dy — das VA Ne 2h 
dq_ 2 ) .4@) dz 4) @ xs 
“ENT ee dx dx (2. O7 


de » que l’équation _ donne, après les réduc- 


tions, 


aY 7. x se Are ia # 


PU cette dernière équation, qui exprime la con- 
dition d’intégrabilité, est satisfaite, l'intégration de l’é- 
quation (1) se ramène à celle des équations à deux va- 
riables. En effet, si l’on avait l'intégrale de l’équation 
(1), et qu'on la différentiät en y traitant z comme une 
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constante, le résultat obtenu devrait coincider avec l’é- 
quation (1) après qu'on y a fait dz nul, c’est-à-dire avec 
l'équation 
Xdx + Ydy = 0. (4) 
Réciproquement, si l’on désigne par y le facteur qui 
rend Xdx+Ydy une différentielle exacte, lorsqu'on y 
regarde z comme une constante, et si l’on pose 
Ju(Xdz + Ydy)=F(z7), 
l'équation (1) aura pour intégrale 
PS AN met CA (5) 
Z, désignant une fonction de la seule variable z. Afin 
de la déterminer, remarquons que lon a 


dF dF dF dZ,, 
de AA Ae de 
et d'autre part 
dF dF }. 
A (Xdz + Ydy)——pZdz, 
d'où 
dz dF 
Smet VERRE : 6 
FER TE (6) 


IL faut donc, si l'équation (3) est satisfaite, que les 
deux variables x, y s’en aillent à la fois du second membre 
de l’équation (6), quand on chasse l’une d'elles au moyen 
de l'équation (5); ou, en d’autres termes, il faut que la 
dérivée de ce second membre, prise par rapport à «, 
soit nulle, lorsqu'on y considère y comme une fonction 
de x et de Z,, donnée par l'équation (5). Aimsi, la 
condition qu'il s’agit de vérifier, est exprimée par l’é- 
quation 

d. (ee 2) a(T—v2) 
dz dz dy 
nur DD ROUTE 


2 
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ou par | 
RERO AL Nas WA AT 047 LENReE D) 
dxds Vax ‘dx \dyd dy “dy 'ONTTVENE 
d W, ONE EE 
en remettant pour _. sa valeur tirée de l'équation (4). 


On a d’ailleurs 
FAR) Ce 
dede — ds "de "de? 
dE du _ A ya, 
dydz dz dz dz 
et le facteur w satisfait [444] à l’équation de con- 
dition 
du VE or (0 
dy dx dy ALLO 
Si maintenant on substitue dans l'équation (7) les 
valeurs de 
ADN Me 
tirées des trois dernières équations, les quantités 
dada 
we dy RTE 
s’en vont en même temps, et l’on retombe sur l’équation 
(3), qui exprime la condition d’intégrabilité. 

524. Lorsque cette équation n’est pas satisfaite, il 
n'existe pas une fonction z de deux variables indépen- 
dantes x, y, susceptible de vérifier l'équation (1); ce qui 
revient à dire que cette équation n’exprime plus une 
propriété dont puissent jouir les coordonnées x, 7,2 d’une 
certaine surface. Cependant l'équation (1) n’est pas dé- 
pourvue pour cela de toute signification, et rien n’em- 
pêche qu’elle exprime, par exemple, une propriété 
commune à une série de courbes, dont x,y,z désigne- 
raient les coordonnées courantes [263 et 267]: seule- 
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ment il n'existe pas de surface qui soit le lieu géomé- 
trique de toutes ces lignes. Si l'on établit une liaison 
arbitraire entre y et x, ce qui revient à tracer arbitrai- 
rement la projection d’une de ces lignes sur le plan xy, 
z devient fonction de la seule variable indépendante x, 
et l'équation (1), construite comme une équation diffé- 
rentieile ordinaire, détermine la projection de la même 
ligne sur le plan æz, pourvu seulement qu’on donne un 
point par lequel cette projection doit passer. L’intégra- 
tion de l’équation (1) consiste dans ce cas à trouver entre 
les coordonnées finies x, y,z un système d'équations ren- 
fermant une fonction arbitraire, et d’où l’on puisse tirer, 
par une détermination convenable de la fonction arbi- 
traire, toutes les lignes dont les coordonnées jouissent 
de la propriété de satisfaire à l’équation différentielle 
proposée. 

Or, la solution de ce problème dérive immédiatement 
de lanalyse qui nous a conduit à l'intégration de l’é- 
quation proposée, lorsqu'elle satisfait à la condition d’in- 
tégrabilité; car si, dans le cas contraire, au lieu de 
déterminer la fonction Z, qui entre dans l’équation (5), 


on pose 


F(x,7) =9; (8) 
o désignant une fonction arbitraire, et ensuite 

dE 

sp —vl=%"z, (9) 


les valeurs de x,y en fonction de z, qui vérifieront les 
équations (8) et (9), vérifieront aussi l'équation proposée, 
dont l'intégrale sera exprimée en conséquence par le 
système des équations (8) et (9), contenant la fonction 
arbitraire o et sa dérivée. 

Supposons qu'il s'agisse d'exprimer que la ligne dont 
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les coordonnées courantes sont x,y, z, est déterminée 
par le contact d’une surface conique ayant son centre au 
point (Ze, Yo 20) €t d’une surface de révolution autour 
de l’axe des z : les coordonnées des points situés sur 
cette ligne devront vérifier à la fois [249 et 254] les 
équations 

2 =plaa)+q(r—r), (Go) 
PJ — gx 0, (x1) 
dz— pdx + qdy, 

d’où l’on tire, par l'élimination de p et de g, 
Us es xdx + ydy st 
2 ae)torn sn (7 
Cette équation ne satisfait pas à la condition d'intégra- 
bilité, tant que x,,7, ne sont pas nuls: on a dans 

ce cas 


pt (rx) y — 7): 


I 
F(x,7r) =3 (x +») , 2=— 


2 


Z— Z 
au moyen de quoi les équations (8) et (9) deviennent 


X(T—ZX,) + —Ÿ, 
+=, ne Ve) 


= 2 ON 
a 

L’équation (12), où le système des équations (13) qui 
en est l'équivalent, appartiennent donc à toutes les 
lignes qui jouissent de la propriété géométrique définie 
ci-dessus. 

On aurait pu modifier l'énoncé du même problème, 
en demandant quelle est l'équation de la surface qui se 
trouve comprise à la fois dans la famille des surfaces 
coniques caractérisées par l'équation (10) et dans celle 
des surfaces de révolution caractérisées par l'équation 
(11). L'équation (r2) à laquelle on est conduit pour 
exprimer cette double condition, ne satisfaisant pas à 
la condition d'intégrabilité tant que x,,7, ne sont pas 


0 
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nuls, il en résulte que, dans le cas général, une telle sur- 
face n'existe pas. Lorsque x,,7, sont nuls, l'équation 
(12) s'intègre et donne 
ANS NE rm À 

c désignant la constante arbitraire. Cette équation ap- 
partient à tous les cones droits qui ont leur centre au 
point de l’axe des z dont l’ordonnée est z, ; et il est bien 
évident qu’en effet ces cônes droits satisfont au problème 
ainsi énoncé. 

En mettant l'équation (12) sous la forme 

de La(e—e) +7 (77) ]= (62) (de +ydr), 

on voit qu'elle est satisfaite par l'équation z—z,—0, 
sans qu’on ait besoin de supposer nulles les coordonnées 
LoVo Ainsi le plan mené par le point (x,,7,,4), per- 
pendiculairement à l’axe des z, est une surface qui sa- 
tisfait à l'énoncé du problème; mais cette solution n'est 
que singulière, comme le montre bien la forme de l’e- 
quation ci-dessus, et l’on n'y trouve pas la constante 
arbitraire essentielle à l’intégrale complète. 

* 525. Lorsque l'équation proposée n’est pas linéaire 
par rapport aux différentielles dx, dy, dz, elle n’est sus- 
ceptible de satisfaire à l’équation (3), et d’avoir en con- 
séquence pour intégrale complète une équation entre 
x,9,2 et un paramètre arbitraire, qu’autant qu'elle peut 
se décomposer préalablement en facteurs linéaires. Ce- 
pendant, parmi les équations non linéaires qui ne satis- 
font pas à cette condition préalable d’intégrabilité, il y 
en a encore qui comportent une signification géométri- 
que, et qui sont susceptibles de s'intégrer, avec toute la 
généralité requise, moyennant l'introduction de fonc- 
tions arbitraires. 

Ainsi le problème de la rectification des courbes 
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planes consiste à intégrer l’équation différentielle à trois 
variables 
ds® = dx° + dy*, (14) 

qui ne peut point se décomposer en facteurs linéaires, 
ni comporter pour intégrale une équation unique entre 
x,Y,s et une constante arbitraire, mais dont néanmoins 
l'intégrale générale peut s’écrire sous une forme plus 
complexe. - 

En effet, il est permis de mettre l’équation (14) sous 
la forme 6 

ds® = (dx cos « — dy sin «)° +- (dx sin « + dy cos a), 

a désignant un angle arbitraire; et par suite on peut 
remplacer cette équation par le système de deux autres 
ds= dx cosa— dy sina, dxsina«+ dycosa=o, 

qui ont pour intégrales 
S—xCOSa—ysina+$, æxsina+ycosa==y, (19) 
B,y désignant d'autres constantes arbitraires. Mainte- 
nant que le système (rh) nous fournit une solution par- 
ticulière de l'équation (14), il s’agit de généraliser cette 
solution; et pour cela, suivant la méthode déjà appliquée 
dans le chapitre VIIT du quatrième livre, nous poserons 
d’abord f—v, y—%x, puis nous égalerons à zéro les 
dérivées des équations (15) par rapport à «, considéré 
maintenant comme variable. Ce calcul donne 
O——xsina—yCosa+ g/u , xCOsa—ysinx—f'«x, 

d’où Va—p'x, L'«—p'x. Conséquemment on satisfera à 
l'équation (14) par le système des trois équations 

S—x COS —Y Sin & + pa , 

æsina+YyCoOSX—y'a, 

xcosa—ysina—9p'«, 


dans lequel la fonction 9 reste arbitraire, ou par le Sys- 
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tème suivant qui s’en déduit, 
z—œa.sSinat+y'a. COSu, 
Y=ga.CcOSa— y'a. sin, (x6) 
So, ox = 
et d'où l’on tire en effet 
dx = (y'a + a) cos x da, 
dy = — (p'a —+- p’’a) sin & du , 
ds — (a + pa )da, 
valeurs qui vérifient bien évidemment l'équation (14). 
Si l’on assigne la forme de la fonction ®, on aura l’é- 
quation de la courbe plane dont s,r, y désignent respec- 
tivement l'arc, l’abscisse et l’ordonnée, en éliminant «, si 
cest possible, entre les deux premières équations (16), 
et la valeur de l’arc en fonction de + ou de y, en élimi- 
nant œ entre la troisième‘et la première ou la seconde 
des équations de ce groupe. Si l’on donne au contraire 
l’équation de la courbe 
f(æ&, 7)=0, () 
on y substituera les valeurs précédentes de x et de y, ce 
qui donnera une équation différentielle du second ordre, 
entre « et çx, dont l'intégration complète doit amener 
deux constantes arbitraires. Or, dans ce cas, la troisième 
équation (16) donnerait aussi la valeur de s avec deux 
constantes arbitraires ; tandis que cette valeur ne com- 
porte essentiellement qu’une constante arbitraire, en 
raison du choix arbitraire de l’origine des arcs. Voici 
comment cette difficulté à été levée par M. Poisson, 
d'après une remarque analogue de Lagrange [492 | : 
Quand on différentie l'équation (f) et qu'on y subs- 
ütue pour dx, dy leurs valeurs en fonction de «, il 
vient 


Sos à — DE sin + «)(ge+ +" la) da —0, 
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équation qui se décompose en deux autres 
pay /'a—0o, ÊE COS ce ARE. C 
dx dy 
La première s'intègre immédiatement et donne 
qu + pla — const. ; 

mais cette solution ne satisfait pas à la question, puis- 
qu'on en conclurait s—const. La seconde équation ne 
contient pas 9”, et ellé est du second ordre par rap- 
port à ®, aussi bien que l'équation (f ). Si donc on éli- 
mine ®’’« entre ces deux équations du second ordre, on 
obtiendra une équation du premier ordre, qui sera une 
intégrale singulière de ( f) : en intégrant de nouveau, 
on aura la valeur de x, et par suite celle de s avec une 
seule constante arbitraire. 

* 526. Le système des équations (16) n’est pas le seul 
qu'on puisse poser comme équivalent à l'équation (14). 
Il est clair que l’on satisferait à cette équation par le 
système de valeurs particulières 

L—=AS+u, Y=sL T1 à +8$, 
dans l'expression desquelles 4, «, B désignent des cons- 
tantes, Donc on satisfera aussi à l’équation (14) par le 
système de formules 


T—=seu—+ka, Y=sV 1 (ça) + Va, (r7) 
dans lesquelles o, Ÿ désignent des fonctions arbitraires 
de la variable « , assujetties à vérifier les équations déri- 
vées 

O—=Ss9aHr, D 2 ; (18) 
1 (g2) 
Les équations (17) et (18) peuvent s’écrire ainsi qu'il 
suit : 


T— 0 I 
QX — ; ==)O , F'Ern SE 
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LE 0 


PRES AR 2 S$ 
s S VA (2 3} 


s 
par où l’on voit que la première s’identifiera avec la 
quatrième, si l’on détermine la fonction ? de manière à 
satisfaire à la relation 


el S Ve) . 


S 


En même temps la seconde équation, qui est la dérivée 
de la première par rapport à «, s'identifiera avec la dé- 
rivée de la quatrième ou avec la seconde dérivée de la 
troisième : la fonction ® se trouvera éliminée, et l’on 
aura, pour satisfaire à l'équation ( 14), le système des 
trois équations 
(te) + (1); 
& at) Van, (9): 
—1— (Ya) + (r—va) Va =o; 
à l'inspection desquelles on reconnaît que x, V« et s dé- 
signent les coordonnées parallèles aux x et aux y, et le 
rayon de courbure de la ligne qui aurait pour dévelop- 
pée celle dont x, y sont les coordonnées courantes 
[190 et suiv., 344 et 42]. 
Si l’équation (14) était remplacée par cette autre plus 
générale 
dx dy 
ds? ds 
la même analyse donnerait, au lieu des équations (19), 


de Ya \, >. GENE Ge SE 
F (=, =, ne = Of 


— O , 


LAPS LIR LT VUE LEE LEE LUS LUS LLALVL RL QLD LILI LARLUUY LL LLR LOS LAN LUI LU AR LUS ALAR 


CHAPITRE Il. 


DE L'INTÉGRATION, EN TERMES FINIS, DES ÉQUATIONS 
AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 


sem 
— 


527. On a vu [166 et suiv.|] comment se pratique 
l'élimination des fonctions arbitraires entre une équa- 
tion à plusieurs variables indépendantes et ses dérivées; 
et comment, par cette élimination, on tombe sur une 
équation aux différences partielles, qui a autant de gé- 
néralité que l'équation primitive, et dont cette équation 
primitive est l’intégrale. Ce sujet a été repris avec plus 
de détails, en vue des applications à la théorie des sur- 
faces, dans les chapitres VIT et VIII du quatrième livre. 
Maintenant il s’agit d'exposer les procédés les plus gé- 
néraux qu'on emploie pour remonter d’une équation 
aux différences partielles à son intégrale; quand cette 
intégrale peut s'exprimer sous forme finie, ou en séries 
convergentes d’un nombre infini de termes, avec les si- 
gnes reçus dans l'analyse. D'ailleurs les équations aux 
différences partielles, considérées en elles-mêmes, indé- 
pendamment des accidents de forme qui font qu'elles 
admettent ou qu’elles n’admettent pas des intégrales 
analytiques, ont une signification et une valeur propres 
qui doivent faire l’objet d’une étude particulière et d’une 
discussion directe : c’est par cette discussion que nous 
terminerons le présent livre. 


9 
302 LIVRE VII — CHAPITRE l. 
$ 1°. De l'intégration des équations linéaires du premier ordre. 


528. L'intégration des équations aux différences par- 
tielles du premier ordre, linéaires par rapport aux dé- 
rivées partielles qu’elles renferment, a été ramenée par 
Lagrange à dépendre de l'intégration d’un système d’é- 
quations différentielles simultanées. Soient 

. du d di 


u L du 
tata fou TT AE El (a) 


l'équation qu'il s’agit d'intégrer, et 

PU M an ete) ee 0 
l'intégrale cherchée : w désignant une fonction des 7 va- 
riables indépendantes x, y, z, £, etc., et U, X, Y,Z,T, etc. 
des fonctions quelconques des 7 1 variables #,x,7,3,t, 


etc. On a 
dF dF du dF dF du dF dF du 


AE se ie () Eee RO ——:——©0, eitC.: 
de du dx rar AY 0 de du © 
en conséquence, l'équation (a) peut prendre la forme 


ca LE TE + etc.—0; (b) 
et le problème est ramené à déterminer de la manière la 
plus générale, la fonction F qui satisfait à l’équation (D). 

Concevons qu’on ait intégré, avec toute la généralité 
requise, le système des x équations différentielles si- 
multanées, renfermées dans l'équation continue 


du __dx __ dy __dz_ dt etc: (c) 


TC FT ONZE 
on pourra mettre les intégrales sous la forme 
(ty, 4m a) FAURE, Su) dpi 
ub(r TS NN), (d) 
dy@3...@&, désignant les 2 constantes arbitraires ame- 
nées par l'intégration ; et l’on aura par conséquent 
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df, df, df, d£, df, 

du Rs dy + — T —— da HART RPG 
df, df, d®, df, à di 
TJ, du + dx DE . Te dz +- ne dt +- ete =—"0, 
df, df, df, df, df, 

TRE ER mar L + Gide + ete. = 0; 


ou bien, en vertu des équations Ca 


f 
RENE GR Mc +- etc. —0, 


pres dx dy dz dé 
df df df df, df, 
U a ENS : 2 rs AUX 
A ve RO AE AE 0: a" 
df, 
tr Ke ory Se DE a a 
j 


du # dx dy dz 

Ainsi les » fonctions f, f,,...f, satisfont à l’équation (0) 
et fournissent autant d'intégrales particulières de la pro- 
posée (a). 

Il est facile de voir qu’une fonction arbitraire ® des 
quantités f,, f,,...f, satisfait pareillement à léquation 
(a); car si l’on ajoute les premiers membres des équa- 
tions (d”), après les avoir multipliés respectivement par 
d® do? db 


Sr L 


af.” df,”' ‘dt 


il vient 
db d® d® db dd 
Den NC 


Donc on a pour intégrale de la proposée 
f $ X 
DT fat ef} 0, ou PRE of LEE, Et af 
D, ? étant des caractéristiques des fonctions arbitraires; 
et d’ailleurs on reconnaît que cette imtégrale a toute la 
généralité requise, attendu qu'on ne peut éliminer qu'un 
signe de fonction arbitraire, par la combinaison d’une 
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équation avec ses dérivées partielles du premier ordre. 
: » KR Ras ; 
529. Appliquons cette analyse à l’équation à trois va- 


riables 
dz 


‘dx 
et supposons en premier lieu que les fonctions X, Y, Z 
se réduisent à des nombres constants P, Q, R : les équa- 
tions (c) deviennent 
Rdz — Pdz—o, Rdy— Qdz—0, 
et elles conduisent aux intégrales 


d 
+172 ou Xp+Yg—72, (x) 


Rr— Pz—a,, Ry—Qz—a,; (2) 
de sorte que la proposée (1) a pour intégrale géné- 
rale 

Rr— Pz= o(Ry — Qz). 
Cette équation caractérise la famille des surfaces cylin- 
driques, et les équations (2) sont celles des droites gé- 
nératrices [247]. 

Conservons à X, Y leurs valeurs constantes P, Q, et 
posons Z =— z: on aura pour équations différentielles à 
intégrer 

Pdy — Qdx—o, zdx —Pdz—o, 
d'où 
Pyr—Qr—a,, z—4a,€ ; 
ce qui met l'intégrale de la proposée sous la forme 


TZ 


ze .o{Py — Qr). (3) 
Enfin, si nous prenons pour dernierexemple l'équation 
PT HG =RV Er, (4) 


nous aurons à intégrer les équations différentielles à 
deux variables 
xdz—=ndxV/zx+», xdy—ydx—0o: 
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la seconde donne y —a, x, et la première devient, par 
la substitution de cette valeur de y, 


dz—ndxV'ita, d'où z—nV/14a.x+a,, 
et en remettant pour 4, sa valeur, £ 
z2—nV/r+y —a,. 
En conséquence l'intégrale est 
2=nV/xEr + (2) : 

530. Le propre des intégrales complètes (d) est de 
satisfaire aux équations (c) immédiatement, en ce sens 
que les valeurs de du, dx, dy, dz, etc., tirées des déri- 
vées des équations (4), rendent les équations (c) iden- 
tiques, sans qu’on ait besoin de revenir aux liaisons éta- 
blies entre les variables u, x, y, z, etc., par les mêmes 
équations (4); puisque ces liaisons dépendent des cons- 
tantes a,, &,, etc., et que les équations (4), ou leurs 
dérivées, doivent vérifier les équations (c), quelles que 
soient les valeurs assignées à ces constantes arbitraires. 
Inversement, et par une raison contraire, si les équa- 
tions (c) admettent des intégrales singulières 

Pi(aV2tse  .U)—=0, N 

Da (Lame 0,20 (Nu) 0, (0) 

les dérivées de celles-ci ne vérifieront les équations (c) 
qu'autant que l’on tiendra compte des liaisons expri- 
mées par les équations (d); ou, en d’autres termes, il 
faudra combiner les équations {d) avec leurs dérivées, 
pour satisfaire au système des équations (c). Cela posé, 
chacune des équations (9) satisfera à l'équation (b), ou 
à l'équation (a) dont celle-ci est une transformée ; mais 
on ne satisferait pas à l'équation (4) en prenant pour F 
une fonction arbitraire des quantités @,, @,,...0,, ou 
une fonction arbitraire dans laquelle entreraient, en 
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totalité ou en partie, les quantités o,, 6,,...0,, associées 
aux quantités f,, f,,...f,, prises aussi en totalité ou en 
partie. Donc l’équation (4) n’admet pas d'autre intégrale 
complète que celle où les quantités f,, f,,...f, entrent 
exclusivement sous le signe de fonction arbitraire, mais 
elle est satisfaite par chacune des équations (à); et ces 
équations sont des intégrales singulières de l'équation (a), 
puisqu'elles ne se trouvent pas renfermées dans linté- 
grale complète. 

Prenons pour exemple l'équation linéaire du premier 
ordre à trois variables 


en CS ere ed) 
dont l'intégration est subordonnée à celle des équations 
différentielles simultanées 
= 2 + Ve tr; 
= —L+Va+y+:; 
que l'on peut remplacer par 
! A ! ! z' pus é ’ 
214), 2+y=a(2z +) + (=Z) ) 
et qui ont pour intégrales complètes, 
32—=LT+H+Y+A,, 24+Y—2a,x +a;. 

La seconde de ces intégrales donne naissance à l’inté- 
orale singulière 

Z'+Y+3—0. (6) 
Chacune des équations 

Z—L—V—=Q,, —2+V/mty+:—=a, 
donne pour p et g des valeurs qui, mises dans l’équa- 
tion (5), la rendent identique : en conséquence, l'équa- 
tion (b) a pour intégrale complète 
—&HVa+r Fi Wz— x — 7), 

d étant une caractéristique de fonction arbitraire. Au 
contraire, l'équation (6) donne pour p et g des valeurs 
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qui, substituées dans l'équation (5), ne satisfont à cette 
équation qu'autant qu’on tient compte de l'équation (6) 
pour supprimer le radical qui entre dans l’équation (5). 
Dès lors l'équation (6) ne satisfait à la proposée (5) qu’en 
qualité d’intégrale singulière. 

Si l’on met l'équation (4) sous la forme équivalente 


dF dE AVES (HE (2 
Fde E ne (7 Dpld 


on trouvera de même qu'elle admet pour intégrale sin- 
gulière l'équation 

+7 0, 
ou le système des équations T—0, y —o. 


* 531. Soient x, y, z, etc., des variables indépen- 
dantes en nombre #2; u, v, w, etc., des fonctions de ces 
variables en nombre » + 1, qui doivent vérifier le 
système des m+1 équations aux différences partielles, 
linéaires et du premier ordre : 


du. * __ du du 
UÙ RÉ ep te 
dy dv dv 
V des D (A) 
dw ds dw 
Mb Par LR 
etc. , 


dans lesquelles U, V, W, etc.; X, Y, Z, etc., désignent 
des fonctions quelconques de toutes les variables dé- 
pendantes et indépendantes. Soient 

foie Lay. d'olmin 


des fonctions des mêmes variables, qui, mises à la place 
de F, rendent identique l'équation 
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a a ur à jee etc. 


du dv 
dE dE dF 
A TE NS EU EN (B) 


ou bien des fonctions telles que le système d’équations 
différentielles simultanées | 

du dy  dw THAT E 

Um NES 7 me 
ait pour intégrales complètes 


A fo —4A,, Fur: . SpA RÉPARTIE 
le système des équations (A) aura pour intégrales com- 
plètes 

D(Éfafssefntn) 0) Do(Er las taye impr) Oge. | 

(D) 
Der, fin Lu) =203 
Pr D... D, étant des caractéristiques de fonctions 
arbitraires. Voici comment ce théorème remarquable a 
été établi par M. Jacobi : 

Désignons par À,, À,,...A,4, des quantités auxiliaires 
telles que les rapports de l’une d’entre elles à toutes 
les autres soient déterminés par le système d'équations 
linéaires, en nombre 771: 


Ant pe dus 
M Eh ES eee nr A7 = O, 
dd, d®, dy (à) 
Re He ee nr RS EX, 
etc.; 
et posons pour abréger 
db ad dd 
RCQUT U POS CETTE PE" Te jen met 
de du rs du HSE dù À (A) 


nous aurons, en différentiant successivement chacune 


des équations (®) par rapport à la variable indépen- 
dante x, 
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db, db, du . db, dv db APTE ds \ 
de PERLE | Mi dd ANOPAAU LEP 
d®, d®, du dŒD, dv dd, dw 


ds du dt dt 4 dm )(@ 


afu +70 € "9.45" 675 lo 1e 0 ef e/6 ns. ee, 97 + © e)v,e d'os le € e'e: D 's, Se +. 01.8 


dPyt: re du dB; de db; diw 

etc.—= 
dx du ‘dx BR Giga 
Multiplions les équations (2%) D un par 


dd de 
= TT etc. , l'équation (A) Pas etajoutons, en tenant 
[44 “T 


compte des équations (®’) : il viendra 


du d®, dd dDn \ 
dE que QT —— + X, dx —— +. + Anti DRE L 


On trouverait ne même 
"dd ‘dp dt: 
— — — ne CET ASE D’ 
Ca Er Tia } F4 


db 
RDS d'ech VAS OT CAM jt 


etc. 
Mais, parce que les fonctions f, et par suite les fonc- 


tions D, mises à la place de F, vérifient l'équation (B), 
on a identiquement 


d®, d®, a, db 
U 77 + V os FR étc. + X —- y 
do | d®, de, 7 a 
dDyts dy: d re dP,+; 


V se 
U 7 + Fe L'etc FX — ne docs: ES ———+- etc. mt) 
Multiplions ces équations respectivement par X,, à,, 
A+ et ajoutons, en ayant égard aux équations (œ’ fé il 
vient 


du du 
ie dir +2 + eu etc: 


2! 
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2 \ 2 A 
c’est-à-dire, que nous retombons sur Îa première des 
équations du système proposé, et l’on prouverait de 
même que toutes les autres équations sont vérifiées. 


*$ 2. De l'intégration des équations non linéaires du premier ordre, 
à trois variables. 


532. La méthode exposée pour l'intégration des équa- 
tions linéaires du premier ordre a été étendue par La- 
grange aux équations quelconques du premier ordre, 
mais à trois variables seulement. Soit 

JG 7,3 p:q)=0 (F) 
une équation de cette forme, que nous différentierons 
successivement par rapport à chacune des variables in- 
dépendantes x, y, en ayant égard à l'équation de con- 
dition va _ de : 1] viendra 

dx dy 
A C5 Pie df. dp df dp 

rien dx TANIA TES lg dy? (f) 
f_f_ddg, Ad. fr 
de «dy: sdn dr dq q dy? 

et si l’on y joint l'équation identique 
df df PAC dz df.. dz 
Rey, dp or Ag SU dp dx ( dq dy? (2) 
où aura un système de trois équations entre les varia- 
bles indépendantes x,7 et les trois variables z, p, g, 
considérées comme fonctions des deux autres : système 
de même forme que le système (A) du n° précédent. 
Ainsi lintégration des trois équations äux différences 
partielles ( f:) et (f) dépend de celle des quatre équa- 


tions différentielles ordinaires 


f If\ d. d l ÉDUT d 
(L+ df OX df RTE (g) 


dp À dgq da TT dp? ap 1 dq dz _ dg 


ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 74 


df dE N dpi o niaf af 
(étre __ PRE NT de (g:) 

df .. df\ df __df 
ŒT dp 143 dgq ce ARE dz dy (g) 


On tire de ces quatre équations 
d d df d 
Las + dy + À de + LE ap 7 

ce qui doit être, puisque les variables :r, y, z, p, q sont 
liées par l’équation ( f). Dès lors il suffira de pren- 
dre les trois équations (2) et (£,), qui ne contiendront 
que les variables x, y, z, p, après qu'on y aura mis 
pour g sa valeur en x, y, z, p, tirée de l'équation ( f). 
Si nous désignons leurs intégrales complètes par 


(rap), f(amsp)=e,, f,(2,7,3%p)=a;,(à) 
le système (2) et (2,) aura pour intégrales générales l’é- 
quation proposée ( f ), combinée avec les suivantes 
ONU PR D TN TO (H) 
dans lesquelles d,, D, entrent comme caractéristiques 
de fonctions arbitraires. Mais la généralité de cette solu- 
tion doit être restreinte, en raison de ce que les fonc- 
tions p, g sont tenues de vérifier les équations aux dif- 
férences partielles 
dz dz 
| LES pe li q—= 
ou l’équation aux différences totales 
3— pdx + qdr. (e) 
533. Des équations (f) et (2) on peut tirer les ex- 
pressions de x,.7, p, q en fonction de z, &, 42, «3, ou 
de z,fi,£,f,; et si l'on chasse x, y, p, q de l’équation 
(£), on aura la relation entre f, f, £, à laquelle doivent 
satisfaire les équations (H), pour pouvoir être regardées 
comme des intégrales de l'équation proposée. 
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Or, lorsque l’on considère x, y, p, qg comme des 
fonctions de z, fi, f,f,, l'équation (z) devient 


“= rra)e+ (x + g a.) 


p PT ET LE Fe Ja, +R FI 7%. a Jar. 


Mais, en vertu des équations (2), l'on a 


dx dy 
PE ES (4) 
ce qui réduit l'équation précédente à 
P,df,+P,df, +P,df,—o, (2) 
quand on pose, pour abréger, 


dx dy dx dy 
HUE 2 Na PAS 
dx dy 
PÉRARNITEME ES 


| 
= 


(m) 


, —— 


On a aussi 


db, d(p% pue 1 æ) nd dp dx _dgq dy 
EN PT RL NO CE NA ET 
dp dx dqg dy 
1 dE oidr TEA de 
ou plus simplement, en vertu de l'équation (4), 
PP 0N4p dx da dy dp dx dq ARE 
Bd, dd, A, & |, 
et si nous substituons dans le second membre, pour 


dx dy, dp ag. 
di’ di d5 ds 
leurs valeurs données par les équations (2), (21) et (&>), 
en posant en outre, afin de simplifier l'écriture, 
PAR nu 
pd 


2 


her 


il viendra 
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db, dfP,  [dfdx  df dy, df dp., df d 
ds 7 1 dz D. \dodf, dy dt, \dpdf,"dg df, 
df P, _ df 
MM d4z HP LE AD 


Mais on a identiquement f— 0, après qu’on a substitué 
dans /, pour x, y, p, q leurs valeurs en z,f,,f,, fs, 
qui satisfont à la proposée : donc l’équation précédente 
se réduit à - 
LOUP MATE A 
PDP 2 MiDr 2 
et par la même raison l’on a 

AGE AS URL d, ar NET 


PAP D Je DE ET IDR TS? 
d’où, en intégrant et en désignant par F,, FE, F;, des 


fonctions de f,, f,, f,, qui ne contiennent plus z, 


I sh £ df 1 df 
d 14 LL fe 
Pete Jia Den Jia n/: ve 


En conséquence l’équation (/), équivalente à (r), se ré- 
duit, après la suppression du facteur commun, à 
Fdf + F,df, +Fdf,—0 (x) 
. Lorsque les fonctions f,, f, f; auront été déterminées 
par les équations(), les fonctions P,, P, , P; seront con- 
nues, en vertu des équations (2); et par la suppression 
du facteur commun en z, dont on vient de démentrer 
l'existence, on connaîtra de même la composition des 
fouctions F;, F,,F; en f,, f, f;. Cela posé, l'équation 
aux différentielles totales (x) s’intégrera toujours [524] 
par le système de deux équations renfermant une fonc- 
tion arbitraire de l’une des quantités f., f,, fs, et la dé- 
rivée de cette fonction arbitraire. On aura ainsi le sys- 
tème de toutes les intégrales particulières, ou l'intégrale 
générale de l'équation proposée. 
534. Mais on peut y arriver aussi d’une manière plus 
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rapide : en effet, l'équation f;—a, est évidemment une 
solution particulière de l'équation (n); la résolution de 
cette équation, où a, désigne une constante et f, une 
fonction connue de x, y, z, p, donnera 
P—=Yr,7,28,); 
et ensuite on aura , par l’équation ( f'), 
q—=Wx,r,3a,). 
Ces valeurs, substituées dans la formule (4), rendront 
le second membre une différentielle exacte, puisqu’elles 
doivent conduire à une solution de l’équation proposée. 
Si donc on intègre par la méthode connue [393] l'équation 
dz —=9(7,7,2,0,). dx + Wx,7,2,a,).dy, 

on obtient une équation de la forme 

F(r,7,3,a,,a,) — 0; (o) 
a étant une autre constante introduite par la nouvelle 
intégration; et cette équation qui renferme deux cons- 
tantes arbitraires, satisfait à l'intégrale proposée dont 
elle est une intégrale particulière. 

Donc l’équation 

F(x,7,24a,,0a,)—=0, (G) 
où & est employé comme caractéristique de fonction ar- 
bitraire, est aussi une intégrale de la proposée, qui se 
trouvera pareillement satisfaite si l’on détermine a, en 
fonction de x, y, z par l’équation 

dE dF 

da, Ÿ d 
Conséquemment le système des équations (wi) et (t') 
représente, à cause de la fonction arbitraire & qu'il 
renferme, l’intégrale générale de la proposée; et l’on 
en déduira chaque intégrale particulière, par lélimina- 
tion de a, entre ces deux équations, après qu'on aura 
particularisé la fonction arbitraire ©. 


D4,5=0, (G') 
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Il est visible, quand on se reporte à la théorie de 
l’enveloppement des surfaces [livre IV, chap. VII |, que 
l'équation (o) est celle des surfaces enveloppées qui ont 
la propriété de satisfaire à la proposée; tandis que les 
surfaces enveloppes qui y satisfont d’une manière plus 
générale, à cause de l’mdétermination de la liaison éta- 
blie entre les deux paramètres variables de l’enveloppée, 
sont représentées par le-système des équations (&) et 
(©). 

Les familles de surfaces, caractérisées par des équa- 
tions aux différences partielles du premier ordre, à trois 
variables, se distribuent donc essentiellement en deux 
groupes. L'un se compose des surfaces dont l’équation 
différentielle caractéristique est linéaire par rapport aux 
coefficients p,q : en sorte que l'intégrale générale est 
donnée par une équation unique comprenant une fonc- 
tion arbitraire, et que la surface est définie par le mou- 
vement d’une ligne génératrice qui peut varier de forme 
en même temps qu’elle se déplace. L'autre groupe com- 
prend les surfaces dont l'équation aux différences par- 
tielles n’est plus linéaire : d’où il résulte, d’une part, que 
l'intégrale générale est donnée par le système de deux 
équations où entrent à la fois la fonction arbitraire et 
sa dérivée; d'autre part, que les surfaces qu’elle repré- 
sente peuvent être considérées comme autant d’enve- 
loppes. Selon que les équations différentielles simulta- 
nées, à l'intégration desquelles on ramène celle de 
l'équation proposée aux différences partielles, ont ou 
n'ont pas d’intégrales algébriques, les lignes généra- 
trices ou caractéristiques sont ou ne sont pas des courbes 
algébriques : mais cette circonstance accessoire ne 
change rien à la distribution dont nous parlons. 
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535. Appliquons l'analyse qui précède à l'équation 
aux différences partielles 

21 +p" +g*)—R=0o, 
qui est [261] celle des surfaces-canaux, à section circu- 
laire constante : l’équation (g1) devient pour ce cas 
dp #0 
ape pet Ep te }; 
et, par sa combinaison avec la proposée, 
dp % R’42 
| p : AR°—2) 

équation dont l'intégrale est 


PE a(R°—2°) 


2 2 


== O0, 


2 


F 


Z 
a* désignant la constante arbitraire. La proposée donne 
ensuite : ‘ 
(tant) RE à) 
LAN CURE EG IR 
et Ja formule (&) devient 
zdz 


— ax 4 V/1— 0 .dy; 


AT TE 
d'ou, en intégrant et en désignant par $ une nouvelle 
constante arbitraire, 

— MR — 2 ar Æ Via. y + L. 
Si nous changeons de constantes, comme cela est per- 


mis, en posant 


œ 6 M: 
nl 


— ——— 4, ES = 
PATENT 


Via 
l'équation précédente prendra la forine 
Re ets end 

1+a° 
et elle appartiendra au cylindre droit, qui fait fonction 
d’enveloppée développable pour les surfaces-canaux, à 


section circulaire constante. 


? 
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536. Il ne sera pas inutile d'indiquer quelques cas 
RÉRESEE où l’on peut arriver à l’intégrale plus rapi- 
dement qu’en suivant la méthode générale. Soit, par 
exemple, | 

P—=1II7; 
l’équation proposée qui appartient à une famille de sur- 
faces développables [245 et 266], caractérisée par la 
forme de la fonction donnée II : on a 
dz—\g.dx + qgdy, 
et en intégrant par parties, 
2 = 2 + gr — (x + y)dg. 
Pour que lintégration indiquée soit possible, il faut 
poser | 
LG NE D 9; 
et alors on a 
2 lg + q7 — 99. 
Donc le système des équations 
z— alla +ay — ou, x'a+y—=va, 

renfermant l’indéterminée «, la fonction arbitraire + et 
sa dérivée 9’, représente l'intégrale générale de la pro- 
posée. 

Soit encore l'équation 

J (Pre) = gr) : 

on pourra poser 


F(P;%) —a—{(g,r), 


p=f (0), g=f 0e), 
dz= f,(x,a)dx + f,(ry,x)dy. 


L'intégration par parties donne 


z2=X +Y —fG+ + D Jde, 


quand on pose, pour abréger, 
X = ff (rodr, Verte. 


4 


d’où 
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Donc l'intégrale générale consiste dans Île système des 


deux équations 
PR 
z— X + Y — va, re. Qu, 
où p désigne une fonction arbitraire. 
Enfin , si l’on avait l’équation 
do Php t 
sa forme indiquerait qu elle admet pour intégrale parti- 
culière l'équation 
Y 
a Be Te, 
«,B désignant des constantes arbitraires : donc l’inté- 
grale générale est donnée par le système 


2 pret O == pa + z— 2 ça. 

53/. Nous avons exposé la méthode de Lagrange 
pour lintégration des équations aux différences par- 
tielles du premier ordre, avec les perfectionnements 
qu'y a apportés M. Jacobi. Lorsque l’équation n’est pas 
linéaire par rapport aux différences partielles, et que le 
nombre des variables indépendantes surpasse deux, 
l'intégration générale de l'équation aux différences par- 
tielles se ramène encore, mais par des procédés plus 
compliqués, à celle d’un ou de plusieurs systèmes d’é- 
quations différentielles ordinaires. On peut consuller le 
mémoire de Pfaff dans le volume de l'Académie de 
Berlin pour 1814, le Journal de mathématiques de 
M. Crelle, T. II et XIII, et celui de M. Liouville, L. Il, 
où se trouvent consignées les récentes et belles recherches 
de M. Jacobi sur ce sujet important, qui sort du cadre 
des éléments. 
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* CHAPITRE TIL. 


DE L'INTÉGRATION, EN TERMES FINIS, DES ÉQUATIONS 
AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES DES ORDRES SUPÉRIEURS, 
A TROIS VARIABLES.—REMARQUES SUR LES INTÉGRALES 
SINGULIÈRES ET SUR LES INTÉGRALES PARTICULIÈRES 
DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES. 


$ 1°°. De l’intégration, en termes finis, des équations aux différences 
partielles du second ordre , à trois variables. 


538. Considérons d’abord l'équation du second ordre 
Rr+Ss+ Tr V, 
linéaire par rapport aux dérivées du second ordre r, 5, L: 
R, S, T, V désignant des fonctions quelconques des va- 
riables x,y,z et des dérivées p,q. L’élimination de 7,£, 
au moyen des équations 


dp=rdx + sdy, dq — sdx + tdy,. (a) 
donne 


Rdpdy + Tdgdz — Vdxdy = 5 (Rdy? — Sdxdy + Tax?) . 
Posons séparément 


Rdpdy + Tdgdx — Vdydx — 0, (b) 
Rdy° — Sdxdy + Tdx° — 0; (c) 
Jjoignons-y | 
dz = pdx + gdy ; (d) 


et admettons qu'on puisse satisfaire à ces trois équa- 
tions entre les cinq variables x, y, z, p, q, par des équa- 
tions de la forme 


(4,7: 2;p;q)—a,, f(x, ER ONE UNE (e) 
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l'équation 
£eqf (P) 
satisfera à la proposée dont elle sera une intégrale du 
premier ordre; et, à cause de l’indétermination du signe 
9, cette intégrale aura toute la généralité qu’elle com- 
porte. 
Pour établir cette proposition, mettons l’équation (c) 
sous la forme 
| Ry—Sr +T—o, (c,) 
et désignons par ?”, l'une de ses racines : l'équation (8) 
devient 


Ry', dp + Tdg— Vy', dx = 0 . (b.) 
Les équations (e) ont pour dérivées 
df, | df, df, df, Ut, RO 
SR dx ART nie re RE AN 
df, df, Fe df, df, 
PR PS CRC EU PE FA AL EE 


ou bien, en remplaçant dy par y’.dx, et en chassant 
dz,dq, au moyen des équations (d) et (;), 


df, df, PMP NET 
EST + (Bike TT. 1] Z 


5 À ra à etat 
GT 2 PE 0E 
Vr', df, 
É pue + (+ ele 


A, Ry', .df, 

= — De # 7) HET : 
dp T' dgq 

Ces dernières équations doivent être identiques, puis- 

que, par hypothèse, les équations (e) vérifient le sys- 

tème (d), (c), (d); et ainsi on a séparément 
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df, df£, y") df, 7e VAS dEs à À 
Se OS Dre TE 
dé D RON dE, 
dp ox “te T ! 
AE A VATOReU (e) 
Drag (pa VE T Che ) 
dE "Ry: df, #4 
dp  T dg 
D'autre part, l’équation (f) donne 
Gi Bale ER ARE à 
dE MA df, FAUET R 
de + d Had + idp+ Tag) gf,; 
et celle-ci, quand on y met pour 
à AL 
dz, — 


? dx dp dx” dp À 
leurs valeurs tirées des équations (d) et (e”), devient 
Ry',dp + Tdg—Ny',dæ — (dy —y,dr)æ, (2 


en posant, pour abréger, 


Dh—— HA df, di. df, Lfal si) 
É Tds dy +3.) d slt T _ nn 
Remettons dans léquation (2) pour dp, dg leurs valeurs 
tirées des équations (a), et nous aurons 
Ryr+Ts— Vy", + Dy')dx + (Ry',s + Ti — D) dy = 0. 
Puisque les variables x,7 sont indépendantes, il faut 
qu'on ait séparément 
Ryr+ Ts— Vy, + Dy,=0o, Ry,s + Ti— D —o. 
Mais de là on conclut que l'équation (2) satisfait à la 
proposée, quelle que soit la forme de la fonction © qui 
n'entre que dans ®; car, si l’on tire des équations pré- 
cédentes les valeurs de r,t en fonction de s, pour les 
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substituer dans la proposée, ® disparaît, et il reste 
S(Ry°,—Sy,+T)—=o, 

équation identique, puisque y’, désigne une racine de 

l'équation (ci). 

539. Pour éclaircir ce calcul par quelques exemples, 
supposons d'abord que les coefficients R,S,T se réduisent 
à des constantes, et qu’on ait V— 0 : les racines de l’é- 
quation (c,) seront aussi des nombres constants 7%1,M»; 
en employant la première racine, on aura pour inté- 
grales des équations (c) et (b), 

Jy—ma—=a,, Rmp+Tqg=a,, 

d’où l’on conclut que la proposée a pour intégrale pre- 
mière 

Rm,p + Tq =, (y —m,x) . 
L'emploi de la racine 77, donnerait de même 

Rm,p + Tg —=9,(7— mx). 

+ 

A cause de la relation NM, Ces deux intégrales 


premières peuvent être mises sous la forme 


I I 
pH nm) png. op (rm) à (Xe) 
et l’on en déduit 
0 UE Y(r—mz)—my(y—mx) ? 
gare mr) (re mr), 
en posant, pour plus de simplicité, 
P(Y—MT) PI —m,x) 


Rr,(m,—m,) Rir,(mn,—m;) 


—Q(y—m,x), —%(y—m,x). 


Si l’on substitue ces valeurs de p,g dans l’équation (d), 
il vient 

dz—(dy—m;dx).o(y—m,x)—{dy—m,dx). U{y—m,x), 
d’où, en intégrant et en désignant par ®,W les fonctions 
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qui ont pour dérivées les arbitraires ® et —4, 
2=b(y—mx)+W(y— mx). () 
Les deux fonctions arbitraires qui entrent dans cette 
intégrale de la proposée, lui donnent toute la généralité 
qu'elle comporte. 
Soit 
S 260% a He ei) 


la proposée devient 


dz ædz 
Ti — ad d + | (a) 

et elle a pour intégrale complète 
z—=%b(y—ax)+W(y+ax) . (2) 


L’équation (1) qui exprime la loi des vibrations trans- 
versales d’une corde élastique, et celle de la propagation 
du son dans un tuyau cylindrique, est la première 
équation aux différences partielles dont on ait trouvé 
l'intégrale générale. Les recherches des géomètres , à 
propos de cette équation, sur laquelle nous reviendrons 
dans les chapitres suivants, ont fondé la physique ma- 
thématique, et créé une branche nouvelle de l’analyse. 

Si le terme V n’était pas nul, et s’il renfermait seule- 
ment la variable indépendante x, on serait conduit à 
ajouter aux premiers membres des équations (2) le terme 


er ke far, et à la place de l’équation (2) l’on aurait 


2=E far [Var +o (y—m,x)+ W(r—m,x). 


540. Cette analyse demande à être modifiée, dans le 
cas où le terme V contient à la fois les deux variables 
x,Y, et dans celui où les racines 74,772 sont égales; 
ce qui fait que les deux fonctions arbitraires æ,Y se con- 
fondent en une seule, et que la valeur de z n’a plus la 
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généralité requise. Considérons d’abord le premier cas : 
nous aurons pour l’une des intégrales premières 
1 I 
—N]NATE= 22 — MT )=—= — MX). 

P+"m,q if" Ra, a (Y )=g(r ) 

L'intégrale f Vdx est prise dans l’hypothèse où l’on a 

dy — mdr =0o, d'où ÿy—mx—=c,; 

“en sorte qu’il faut d’abord substituer dans V cette valeur 
de y, intégrer ensuite par rapport à x, puis remettre 
pour a, sa valeur y—m,x; ce qui donne 


à JVas= f(x, Y—mMaæ), 
f étant une fonction connue, qui se tire de V par une 
simple quadrature. 

La valeur de p, substituée dans (d), donnera donc 
dz=q(dy—m,dzx) + f (x,y — m,x).dz +o(y—mx).dx , 
équation qui s’intégrera-si l’on peut intégrer conjointe- 
ment les deux équations différentielles ordinaires 

dy — m,dx—=o, 
dz={f(x,y— mx) +9(r—mx)] dx. 

La première donne 
V—MEIZU, ; (4) 
au moyen de quoi la seconde devient 
dz=\ flx,a,+(m,—m,)x] 4e, +(m,—m,)x]|{ dx, (1) 
et elle a pour intégrale 

2—F(xz,a)—Dla,+(m,—m,)x]—=$,, (m) 
B désignant une constante arbitraire, & une fonction 
arbitraire , et F une fonction connue, qui se tire de fau 
moyen d’une quadrature. L'intégrale de la proposée sera 
Ba — Va, où il faudra substituer pour æ, 8: leurs valeurs 
fournies par (4), (m) : or, cette substitution donne 


2—F(x,y7— mx) +D(y— mx) + W(y— mx) . 


” 
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541. Passons au cas d'égalité des racines 771, 72, et, 
pour simplifier, prenons V— 0 : on à, en supprimant Îles 
indices qui deviennent inutiles, 7—mx—c,dy=mdx, 
p+mqg—=9\{)y—mx)=, et l'équation (4) devient 
dz = a . dx , d'ou Z2— Lou = $ ; 
en sorte que la relation B— Va donne pour l'intégrale 
| 2—2(y—mx)+ Y(y— max); (n) 
et comme les fonctions arbitraires ®, Ÿ ne se confondent 


plus, cette intégrale a la généralité requise. 
Ceci s'applique à équation [251] 


B?r — 2ABs + At—o, 


qui est celle des surfaces réglées dont la généra- 

trice reste constamment parallèle à un plan directeur 
Ax+-By—o : on a pour l'intégrale complète 
z Ze (Az + By) + Y (Az + Br). 

Les mêmes surfaces ont pour équations aux diffé- 

rences partielles, quand le plan directeur est celui des x}, 


gT—2pq$.#: pt — 0, 
Les équations (e) et (b) deviennent alors 
pdx + gdy = dz —=0o, qdp —pdg — 0 : 
on a, en les intégrant, zx, p—fq; ce qui donne pour 
intégrale première de la proposée p—gyz. Afin de pas- 
ser à l'intégrale seconde, on substitue cette valeur de p 
dans l’équation (d), et il vient 
dz—gq(ez. dx + dy), 
formule dont l'intégration se ramène à celle des équa- 
tions différentielles ordinaires 
di 0, o2.dt-+dy=0o. 
Mais celles-ci ont pour intégrales 2—&@, , 29a,y—$,; 
ce qui donne pour l'intégrale seconde de la proposée, 
49z +Y = Yz. (a) 
TINTE 25 
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542. Enfin nous avons trouvé [250] pour l'équation 
aux différences partielles qui caractérise l’ordre des sur- 
faces réglées à directrices rectilignes, 


LI IQLYS > PL 07, 
Les équations (c) et (b) deviennent, dans ce cas, 
ædy — ydx —=0o, xdp+ ydqg = 0, 
et elles ont pour intégrales y — «x, p+ aq —$, d'où 


pour l’intégrale première de la proposée. En substituant, 


l’on tire 


comme à l’ordinaire, la valeur de p dans l’équation (d), 


dr = (>) . dx + q (dr —? de) 9 


ce qui conduit à intégrer les équations différentielles 


xdy—ydx=0 , ds (2) SAT IO Ye 


on a 


L'intégration donne 7 —ux, z—xou— 8; et l’on trouve, 
en conséquence, pour l'intégrale seconde de la proposée, 


OO 


On peut remarquer l’analogie de forme des équations 
(n), (0), (p), qui toutes trois rentrent dans le cas d’éga- 
lité des racines de léquation (c.). 

543. La méthode exposée ci-dessus, d’après Monge, 
et dont nous venons de faire diverses applications, 
tombe en défaut lorsque le système des équations (d),(c), 
(d), dans lesquelles entrent, en général, les cinq variables 
L, Vs 35 Pr Q, et qu'on ramène par l'élimination à une 
équation différentielle entre trois variables, ne satisfait 
pas aux conditions d'intégrabilité. Soit, par exemple, 
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l'équation proposée 


PRE SE OR (g) 


les équations (c) et (à) deviendront, pour #4=—E 1, 
us 


dy dx = 0 ,+dp = dq — A 00A 


mais, quel que soit le signe adopté, l'équation en dp, 
dq, dx ne satisfait pas à la condition d’intégrabilité[523]. 
Cependant l'équation (g) a pour intégrale en termes 
finis 

2=p(r+z)+ (rez) —xfr(r tx) —Ÿ(r —2x)], 
comme on s’en assurerait a posteriort; et la théorie de la 
construction des équations aux différences partielles 
montrera que cette intégrale a toute la généralité re- 
quise, à cause des deux signes de fonctions arbitraires »,1. 


$ 2. De l’intégration des équations linéaires aux différences 
partielles, à trois variables et d’un ordre quelconque. 


44. Parmi les équations aux différences partielles , 
d'un ordre plus élevé que le second, nous nous borne- 
rons à considérer ici l'équation linéaire à trois variables 


d'z d"z d"z 
er dre a dde à: "2" 
d"z d'z 
PNEU Re L' o 


a 
A,B,C,.. .G,H désignant des coefficients constants. Pre- 
NONS Z —? (y mx) : il viendra 

ad z = d'z 

GE a y), pe n= dr — "Ti phi(gt-mx), etc. ; 
et l’on satisfera à la proposée, pourvu que la constante 
mm soit une des racines 77, ,/n°,...n,, de l'équation al- 


25. 
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gébrique 

Am" +-Bm° + Ont +... +Gm+H=o. (r) 
Donc on pourra prendre, à cause de la forme linéaire 
de la proposée, 


z—9,(y+m,x) mn (y+m,x) Ce CAM) 9 


9:, 0, #, étant employées comme caractéristiques de 
fonctions arbitraires distinctes. On s’assurerait d’ailleurs 
que cette valeur de z a toute la généralité que peut 
comporter lintégrale de l'équation proposée. 

545. Il n’en serait plus de même si l'équation (r) 
avait des racines égales, par exémple, 72,3, car alors 
les deux fonctions v,, », se confondraient en une seule : 
mais si l’on pose dans ce cas 


SONT Mit) PARU PT, 


On à 
d'z | 
APE an LC Fo, 4 xp, ()] Le nn," To j 
TL 
d'z 
da" dy Se: PET | op, + xp) RS (a EL jm," T2p M) PO. : 


en sorte que la substitution dans la proposée donne 


[Am + Bm "4... + Gr, +H][e0 +xp,”] 
ARRETE B (nr TE, RH 0 
et il devient évident que cette valeur de’z satisfait à la 
proposée, puisque, par hypothèse, 77, est une racine 
double de léquation (7). Donc on peut prendre dans ce 

cas 
2—= 9, (Y +MX)+xo, (7 + mx) 
+ oty — mat) +. . or — max), 
le nombre des fonctions arbitraires distinctes restant 


Soal à À 
es À 
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S 3. Remarques sur les intégrales singulières et sur les intégrales 


particulières des équations aux différences partielles. 


546. Considérons une équation aux différences par- 
üielles du premier ordre 


Ft; Y:3;p;,q)—=0;:, | (f) 
délivrée de radicaux et de dénominateurs : et soit 
ET AE (f) 


une solution de cette équation, dans laquelle n’entre pas 
de fonction arbitraire, et qui peut être, ou une inté- 
grale particulière, ou une intégrale singulière. Si c’est 
une intégrale particulière, il sera permis de représenter 
l'intégrale générale par 

z={f(x,y)+e, (@) 
© désignant une fonction de æ, y, &, qui ne s’évanouit 
ni ne devient infinie quand on y faite—o [477]. En subs- 
tituant dans la proposée, on trouve, pour déterminer la 
partie de o indépendante de la constante e, équation 


dde 4 af. ds | 
Ÿ dz  dp dx ‘ dg aponer Fe 

dans laquelle les différences partielles 

df dj df 

dz? dp? dg 
se | rapportent à la valeur z—f(x, y). D'ailleurs: on 
peut s'assurer que la partie de 9 indépendante de. doit 
renfermer le même nombre de fonctions arbitraires que 
la valeur complète de ?; en sorte que la considération 
de cette partie de Ÿ suffit pour reconnaître la nature de 
la solution (f). 

Cela posé, si la valeur z—f (&;r) donne 


Ep : df 
d— LEA dq LE (P; 4) 
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sans qu'il en résulte 
He O (z) 
dz ( 
on ne peut satisfaire à l’équation (o,) qu'en prenant 
© —0; de sorte que la solution (f), n'étant pas suscep- 
tible de se compléter comme lindique l’équation ( o }, 
constitue une intégrale singulière de la proposée. 
Ainsi la recherche des intégrales singulières consiste 
à déterminer les valeurs de z en x, y, qui satisfont à 
la fois aux équations ( f) et (p, q,), en éliminant p, q 
entre ces mêmes équations. Il faut, de plus, s'assurer 
que ces valeurs de z ne vérifient pas l'équation (2). 
Appliquons ceci à l'équation des surfaces-canaux 
2(1+p°+q)—R— 0: 
on aura pour les équations (p, q), 2p—0, z7q—0. 
On ne peut pas en tirer 2—0o, car la proposée ne serait 
pas satisfaite, et au contraire l’équation (2 ) serait véri- 
fiée; mais les solutions p—0,q—o, conduisent à l’in- 
tégrale singulière z? —R? —o. 
547. Si l’on donnait une équation du second ordre 
HKT Ste P:9:r;,5, Hi 8 
le même calcul mènerait aux équations de condition 
( p, g), et en ontre à 
fs dfe tif 
db ro faédas 
de manière que l'élimination de p, q, r,s, t'entre les 


O ; M3 2 


équations (p, q),(r, s, £) et la proposée donnerait une 
valeur de z en x, y, qui serait une solution singulière , 
pourvu que cette même valeur de z ne vérifiât pas l’é- 
quation (2). Si la valeur ( f) vérifiait seulement les équa- 
. x d \ 3 # 2 . . 
tons (r,5, t}, on aurait, pour déterminer la partie de 
/ LA 
+ indépendante de €, l'équation (9,) aux différences par- 
uelles du premier ordre, dont lintégrale ne pourrait 
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renfermer qu’une fonction arbitraire : en sorte que la 
solution ( f}, n'étant pas susceptible de se compléter par 
l’adjonction de deux fonctions arbitraires, comme le re- 
quiert l’ordre de l'équation proposée , ne serait qu’une 
valeur particulière provenant de l'intégration d’une so- 
lution singulière du premier ordre. 

On conclut de là que, si l’on trouve une équation 
du premier ordre qui satisfasse à la fois à la proposée 
et aux équations (7, #, {), cette équation sera une in- 
tégrale singulière du premier ordre. 

Soit donnée, par exemple, l’équation du second 


ordre 
pa 


2 — (org — rent Le, à, 
r—(2rg »)(P nage (3) 
qui ne contient, ni s, ni { : le système des équations 


(r, s, €) se réduit à 


Z 
Ji = = ©. 
APTE) 
On satisfait à cette équation , ainsi qu’à la proposée , en 
faisant 


Z 
RE en 
équation du premier ordre, qui a pour intégrale 
z=(1+%)97, 
e désignant une fonction arbitraire. Par conséquent 
cette dernière équation est une intégrale singulière de 
la proposée. 

548. On peut aussi, dans certains cas, assigner des 
intégrales particulières à des équations aux différences 
partielles dont les intégrales générales ne sont pas con- 
nues, ou même ne pourraient exister sous forme finie ; 
et les intégrales ainsi obtenues , quoiqu’elles n’aient pas 
toute la généralité requise pour la solution analytique , 
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peuvent résoudre avec une généralité suffisante le pro- 
blème qui a conduit à l'équation aux différences par- 
tielles. Admettons que cette équation soit du second or- 
dre, de la formef (p, qg,r,s,t)—0o, de manière qu’elle 
ne contienne point les variables x, y, z; et supposons- 
la en outre homogène en r,s, £ : malgré ces restrictions, 
elle ne pourra s'intégrer généralement que pour de cer- 
taines formes de la fonction f; mais si, parmi toutes les 
surfaces susceptibles de satisfaire à cette équation, on 


n’a en vue que les surfaces développables pour lesquelles 
Pp=—=Tg, on pourra poser 


SE O re sine (Aloe 
en sorte qu'après la substitution de ces valeurs de s et 


de 7 dans la proposée, qui est homogène enr,s, #, la 
dérivée # s’en ira. Il restera une équation différentielle 


ordinaire en g,1g, IQ, ou q,p, Lo par laquelle on 


déterminera la fonction I avec une constante arbitraire. 
L’équation p—Tg étant ensuite intégrée, donnera une 
équation primitive avec une fonction arbitraire, laquelle 
équation primitive caractérisera une famille de surfaces 
développables, jouissant de la propriété exprimée par la 
proposée. 
Par exemple, l'équation du second ordre 
(1+gq)}r—opqs +(1+p°)t=0o, 

qui appartient aux surfaces pour lesquelles les deux 
courbures principales sont égales et de sens contraires 
[281], et dont l'aire est un rantmumn entre des limites 
données [391], ne comprend que les dérivées du pre- 
mier et du second ordre, et elle est homogène enr, s, £. 


Si donc lon cherche quelles sont, parmi ces surfaces, 
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celles qui peuvent se développer sur un plan, on sera 
conduit à l'équation 
(1+ 9°) dp®—2pqdpdg +(14p°) dg =0. (4) 
Pour l'intégrer, on fera p —mq+4n, m, n désignant des 
constantes, et il viendra 1 + »°+4-7°—0, ce qui donne 
p= mqÆ(: tm} Vox -. (b) 
D'ailleurs les équations p—a, q=—6 satisfont aussi à 
l'équation ( 4) et conduisent à l'équation générale du 
plan | 
PRET EN EN ECS (6) 
En appliquant à l'équation (3) le procédé du n° 536, 
on obtient une intégrale exprimée par le système 
z=(y+mx)atx(1+ om) PME || ( ) 
Farm rn:Oidir | 7 
Mais il est impossible d’en tirer un résultat réel à moins 
de poser 1Hm?—o, gx — c,a—c, et alors on a simple- 
ment 32— c : solution moins générale que celle qui est 
donnée par l’équation (6), quoiqu’en apparence le syÿs- 
tème (7 ) ait une généralité plus grande, à cause de la 
présence du signe de fonction arbitraire +. Au reste, 
puisque les surfaces développables ont l’une de leurs cour- 
bures principales nulle, 1l est bien évident que Fautre 
doit s’'évanouir aussi, pour satisfaire à l’une des pro- 
priétés géométriques exprimées par l'équation proposée; 
et qu'ainsi le plan seul, parmi les surfaces développa- 
bles, peut fournir une solution réelle de cette équation. 
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* CHAPITRE IV. 


DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES 
PARTIELLES PAR LES SÉRIES, ET EN PARTICULIER DE 
L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, À DEUX 
VARIABLES INDÉPENDANTES, ET A COEFFICIENTS CONS- 
TANTS. 


949. Le chapitre précédent a mis en évidence l’im- 
perfection des procédés par lesquels on détermine, sous 
forme finie , les intégrales des équations aux différences 
partielles d’un ordre supérieur au premier, dans les cas 
peu étendus où cette détermination est possible. D’ail- 
leurs le problème de l'intégration n’est effectivement 
résolu que lorsqu'on a déterminé, d’après les conditions 
propres à chaque question, et sans les restreindre, les 
fonctions arbitraires qui entrent dans la composition 
des intégrales; ce qui est souvent impossible, même 
lorsque le signe de fonction arbitraire ne porte que sur 
des quantités réelles , et à plus forte raison lorsque les 
procédés d'intégration ont fait arriver sous ce signe des 
quantités compliquées de facteurs imaginaires. Aussi, 
quand les progrès de la physique mathématique ont 
exigé que le calcul aux différences partielles fût cultivé 
dans un autre but que celui de caractériser et de classer 
des familles de surfaces, les géomètres ont dü essayer 
de résoudre d’une autre manière les problèmes d’inté- 
gration qui s’offraient à eux; et il était naturel qu'ils 
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recourussent d’abord au procédé le plus ordinaire de 
l’analyse, à celui du développement en séries. 

En général, soit une équation aux différences par- 
tielles de l’ordre 7 entre la fonction uw et les variables 
indépendantes x, y, z, t, etc. Prenons une variable auxi- 
liaire 6, composée d’une manière quelconque en x, y, 3, 
!, etc.:on peut supposer la fonction w développée en série 
de la forme 6 

u — OÙ: + O Gr: + Of + etc.; (0) 
de manière que les exposants a; forment une suite crois- 
sante où décroissante de nombres constants, tandis que 
les coefficients ©; sont des fonctions inconnues de va- 
riables indépendantes, en nombre inférieur au moins 
d’une unité à celui des variables dont &w dépend. Si 
l’on substitue cette valeur de w dans l’équation propo- 
sée, que l’on ordonne le premier membre suivant les 
puissances de 6, et qu'on égale séparément à zéro les 
coefficients de chaque terme du développement, on aura 
une suite infinie d'équations différentielles ou aux dif- 
férences partielles, dont chacune renfermera une varia- 
ble indépendante de moins que la proposée, et si lon 
sénérales de 


8 
O;,«;, propres à vérifier cette suite d'équations, la sé- 


parvient à obtenir les valeurs les plus 


rie (4) satisfera, aussi de la manière la plus générale, à 
l'équation proposée. En prenant successivement pour 6 
chacune des variables x, y, z, t, etc,, ou des fonctions 
différentes de ces mêmes variables, on peut assigner à 
u plusieurs développements distincts : bien entendu que 
x ete 
ces développements seront illusoires, toutes les fois qu'ils 
ne conduiront pas à des séries convergentes. : 


Dans ces divers développements, les coefficients @,;, dé- 
terminés de la manière la plus générale, pourront néan- 


306 LIVRE VII — CHAPITRE IV. 


moins renfermer des fonctions arbitraires en nombres 
inégaux, selon qu’on aura choisi pour 6 telle des varia- 
bles indépendantes, ou telle fonction de ces mêmes va- 
riables. Le nombre des fonctions arbitraires qui entrent 
dans la composition de ces coefficients ne peut pas sur- 
passer A, mais il pourrait être moindre. Nous établirons 
ce principe d’une manière fort simple en traitant de la 
construction arithmétique des équations aux différences 
partielles, et il se vérifiera sur les exemples que nous 
discuterons dans ce chapitre. 

550. Ce que nous venons de dire sur le développe- 
ment en série par la méthode des coefficients indétermi- 
nés, a pour but de donner à la théorie toute la généra- 
lité désirable; mais ordinairement il suffit de recourir 
pour le développement aux théorèmes de Taylor ou de 
Maclaurin. Les exposants à, suivent alors la progression 
des nombres naturels. Soit, par exemple, l'équation 


du du 

WA 

la formule de Maclaurin donnera 
du AU 1 du FE 
age (Te =) + =). “te (te G1() 


OT étant ce que devient la valeur de &u quand on y fait 
d'u dé FA CU. 
1—oiet (T désignant la valeur de la dérivée 
ac! sa 


pour la même valeur particulière {—0. En vertu de le- 
quation proposée, on a 


ne du ne. 
=a(r) = ; 


(E = DATA UE. 2, ds 
de (TT) = de = FOR 
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moyennant Ls la série (1) devient 
at at? 
u=qr+— ga +. Nr pare A0 ox + etc. 
Mais le sa membre de cette Her n'est autre 
chose que le développement de la fonction p(x+at) 
suivant les puissances de af: on retrouve donc de cette 
manière l'intégrale sous forme finie 
u — (x + at), (2) 
telle qu'on laurait obtenue par la méthode du n° 528. 
L'équation proposée laisse la fonction o arbitraire, comme 
cela doit être. 

Nous aurions pu développer la fonction w par le théo- 
rème de Taylor, suivant les puissances de #—#,, en lais- 
sant la constante #, indéterminée, de manière à éviter 
l'exception à laquelle est sujette la formule de Maclaurin, 
lorsque le développement de la fonction suivant les 
puissances entières et positives de la variable cesse d’être 
possible. ® x désignerait alors la valeur de la fonction w 
qui correspond à la valeur particulière —t,. Mais, pour 
la plus grande simplicité des calculs, nous ferons toujours 
usage de la série de Maclaurin : il sera facile de subs- 
ütuer, si l’on veut, aux développements obtenus, des 
développements ordonnés suivant les puissances de la 
variable, diminuée d’une constante arbitraire. 

551. Passons à l'équation 

du d'u. 3 
pe (3) 
en développant l'intégrale suivant les puissances de £, et 


en conservant les mêmes notations que ci-dessus, on 
aura 


du Wy VI 
(EY= :, — gx  ). —p"r, ete. 
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d'où 
a 3 


[A 
EEE Sue k “role HAE à [rs 8 7. et e 4 
PET ire ? PERS AE 


On ne peut plus, comme tout à l'heure, revenir de la 
série à une intégrale sous forme finie, du moins de la 
nature de celles que nous avons rencontrées jusqu'ici ; 
mais, toutes les fois que la série est convergente, elle 
détermine la valeur de & en fonction des variables indé- 
pendantes x, {; et cette valeur ne dépend que de la 
fonction arbitraire + qui doit être assignée dans chaque 
cas particulier. 

Par un procédé absolument semblable on trouverait 
pour la valeur de w, développée suivant les puissances 
de x, 

a x? 4 


J't+- ot 3 V'étete. (5) 


Les fonctions df, tit restent toutes deux arbitraires, et 
désignent respectivement ce que deviennent les valeurs 


Ts 1 MITA C En — 


de 4, se quand on y fait x— o. 


Pour montrer que les intégrales (4),(5) rentrent l’une 
dans l’autre, quoique la première ne renferme que la 
fonction arbitraire px et ses dérivées, tandis que la se- 
conde dépend des deux fonctions arbitraires We, &!, 
M. Poisson développe les fonctions 47, Gt suivant les 
puissances de GE il pose en conséquence 


t 2 p 

dt À + B-+ +- etc. 
I 213 
é EP £ 

GDt— AÀ'+B'- : GE LS D'- Ra etc. 


L’équation (5) devient alors 
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x? 3 ; 4 
TL LL 
+ RE —- Éric nur, - 
2 e 2. 1204 3 2 L2 poor Uyr . 4 


+ etc.) 


+- etc. 


u— À + AT E+B 
I. 


T 


Berre eo 


cs 


: 7 (CE + c'- —- etc.) + etc. 


Maintenant, si l’on désigne par ox, comme cela est 


permis, la DÉS arbitraire 
25 2 


1299 nr 1.2.0.4 


le second saeun Fe ads précédente se confondra 


A+ AT =. +- etc., 


avec la série (4). 
592. Le théorème de Maclaurin donne encore pour 
l'intégrale de l'équation 
du 
dxdt 
développée suivant les puissances de 4, 


2 3 
t t TrUr | 
en AL HE ford force + af] oxdx+-etc. (7) 


et sous cette forme l’intégrale ne semble dépendre que 
de la fonction arbitraire ox qui represente la valeur de 
u pour £—0. Mais il faut observer que chacune des 
intégrations, en nombre infini, indiquées dans le déve- 
loppement, introduit une constante arbitraire, et que le 
système de ces constantes, multipliées respectivement 
par des facteurs variables, équivaut à une autre fonction 
arbitraire. En effet l’on peut écrire : 


OT— À +X, 
Jedi 5 + A - n à Per, 


4, (6) 


SJ gxdx” =C+B + 


3 + px 


1.2 


PAR oi RER ENT TE 


etc, 
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A, B, C, D, etc., désignant des constantes arbitraires, 
et o,æ, 0,4, 03%, etc., des fonctions qui s'évanouissent 
avec x. Par la substitution de ces valeurs dans la for- 
mule PES il vient : 

fi ré 


— + 7 —% etc.) 
(x 2. RAGE (142.3) 


12 
Hp + qe : 


u== A(1 + — 


x : PT 7 GE 3 .D,X + etc. 


Ji L° UC Al + 15 _ 
Bio tre 30 RENTE ETES TB 


—- etc. 
Or, si lon pose 


LE t° 
B = + Ci ED —— +'etce —dr 
I RE FEES AE 
on aura 
d f' 


É 
BE + CG —— 0 + D ES RP ATAE — pdt = qé, 


pan Ein Med Le 
Te PSE NS Se ec D tt, 


etc, 


de manière que les fonctions 4,é, dr, Lt, etc., s’éva- 
nouissent toutes avec { ; et l’on donnera au développe- 
ment de lintégrale la forme symétrique 

Tate LE 


A te sgjriee) 


2 


[A A 
FO EEMRE RS DT 


u— A(1+7 


2 + etc. 


és EU 


x? 


Val DAS A SAS . Ut + etc. 


+ hé +. T2 
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Quand la constante A et les fonctions o,, d, auront été assi- 
gnées arbitrairement, toutes les fonctions p,,4,, o,, 03, ete., 
s’obtiendront par des quadratures. À est la valeur nu- 
mérique de w pour le système de valeurs 4 —0, {— 0; 
A—o,x, AH4;r sont les valeurs de w en fonction de x 
et de {, qui correspondent, l’une à 40, l’autre à 4—0. 

553. Les équations aux différences partielles, traitées 
dans les n® précédents, étaient linéaires : considérons 
maintenant l’équation (3) du n° 547, 


d'z\? dz dz dz z 
AN, PRESS ri 7 Las — |— 0 
) 7: dy r) dx 1 + =) “é 


à laquelle nous avons trouvé pour intégrale singulière 
3=— (x + z)o7. (8) 
Son intégrale générale, développée par la formule de 


Maclaurin suivant les puissances de + , est 


x x” x Y 
Dm — ST Y—VY 4 1 4 4 RU I RCE 
Wr+ Gr (Sr-dr) |Y OP 
OtCe, 


et si on la développe suivant les puissances de y, il vient 


A Ve PA 
Eye + 2 + etc. (9) 


nues om e 
2e as 


en sorte qu’elle dépend dans le premier cas des deux 
fonctions arbitraires d, ©, et dans le second de la seule 


fonction arbitraire y. 

Si l’on considère l’intégrale , au point de vue géo- 
métrique , comme l'équation d’un ordre ou d’une fa- 
mille de surfaces, on pourra dire que l'intégrale singu- 
lière (8) a autant d’étendue que lintégrale générale 
donnée par la série (9): car, pour particulariser l’équa- 
tion (8), il faut se donner la courbe z—#97y suivant 
laquelle la surface coupe le plan des yz; et de même 

TRI 26 
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pour particulariser l'équation (9), il suffit de se donner 
la courbe 3 — yx qui est l'intersection de la surface 
avec le plan des æz. Les deux équations caractérisent 
donc deux familles distinctes de surfaces, dans chacune 
desquelles les surfaces individuelles sont déterminées 
par des conditions de même nature eten même nombre. 

554. Le développement des intégrales en séries, par 
l’emploi des formules de Taylor ou de Maclaurin, ou 
par la méthode plus générale des coefficients indéter- 
minés, indiquée en premier lieu, mène pour l'ordinaire 
à des calculs pénibles ou même inextricables, lorsque 
l'équation qu'il s’agit d'intégrer n’est pas linéaire, ainsi 
qu’on en Jugerait d’après l'exemple du n° précédent, 
si l’on voulait prolonger le développement au delà du 
troisième terme. Au contraire, le développement de l’in- 
tégrale en série prend une forme aussi simple que re- 
marquable, lorsque l'équation aux différences partielles 
est linéaire, à trois variables indépendantes , à coeffi- 
cients constants, et quand elle ne contient pas les varia- 
bles indépendantes dans un dernier terme, indépendant 
de la fonction et de ses dérivées partielles. 

Désignons en effet par & la fonction , et par x, #les 
variables indépendantes : si lon substitue dans l’équa- 
tion proposée la valeur 

US Gert te (C) 
GC désignant une constante arbitraire et «, 8 des para- 
mètres indéterminés, l’exponentielle et la constante C 
qui la multiplie s’en iront comme facteurs communs : 
il restera une équation algébrique 

f(a;,b)—=0, (£) 
à laquelle devront satisfaire les mdéterminées «, 8, pour 
que l'équation (C) soit une intégrale particulière de la 
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proposée. Celle-ci, à cause de sa forme linéaire, sera 
donc satisfaite quand on y substituera pour w la somme 
d’un nombre infini de valeurs particulières telles que 
(C), ou la série 

Cest hiit Cest that Cest ts L'etc., 
que nous désignerons ordinairement, pour abréger, par 
3.Cesth 
et dans laquelle il n’y aura d’arbitraires que les coeffi- 
cients C, «; les nombres Ê se trouvant déterminés en 
fonction des nombres &, au moyen de l'équation (f). 
555. Appliquons ceci à l’équation linéaire du premier 


ordre 
du ; du pr 
= = & —— : 
TNT AN 


l'équation (f) aura la forme B— ax b ; de sorte qu’on 
satisfait à la proposée en prenant 
= 0 eh Cote) 
Pour {t— 0, cette série donne 
u —Xÿ.Ce*. 
Soit donc ox une fonction telle que, si on la dévelop- 
pait en série d’exponentielles| 114], on aurait 
pres. Ge: 
la valeur générale de wsera, sous forme finie, 
u=—= elo{x + at), 
comme cela résulte par un changement de lettres de la 
formule (3) du n° 529. La fonction + reste arbitraire, 
à cause de l’indétermination des coefficients C, « : elle 
sera déterminée, si l’on assigne la valeur de & en fonc- 
tion de x, pour {—0. 
Quand on fait  —0, on retombe sur l’équation (2). 
En général, si lon a une équation aux différences par- 
tielles de la forme 


26. 
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du 

7 lu] +êu, 

[u] désignant, pour abréger, une fonction linéaire des 

dérivées partielles de w, par rapport aux variables 

x, z,…. autres que f, on posera 4—ve”", et l’on aura 


la transformée en 


D = fe 
596. Soit l'équation du second ordre 
du , du 
as (10) 
l’équation (f) devient P?—4?«, d'où ces deux valeurs 
de B: B—ax, $’——ax. À chaque valeur de B corres- 


pondent deux séries distinctes, propres à vérifier la pro- 
posée, et qui en sont des intégrales particulières : la 
somme de ces deux séries compose l'intégrale gé- 


nérale 
U = > û C'e(2+at) che D ; (5 er op): 


équivalente à l'intégrale sous forme finie 

u— ox + ai) + YKæ— a), (un) 
qui ne diffère que par le choix des lettres, de la formule 
(2) du n° 530. 

D’après cette analyse, l’intégrale générale de la pro- 
posée doit s’obtenir sous forme finie et renfermer n 
fonctions arbitraires distinctes, lorsque f(«,6) se décom- 
pose en Z facteurs linéaires 8—(au-b), et en particu- 
lier lorsque la fonction f est homogène par rapport aux 
indéterminées «,f, ou lorsque l'équation linéaire aux 
différences partielles ne renferme que des différences 
partielles du même ordre [544]. 

Les deux fonctions arbitraires ©, 4 qui entrent dans 
l'intégrale (11), se déterminent sans difficulté lorsqu'on 
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assigne deux fonctions fx, fx, dont la première repré- 


du 
sente la valeur de w et la seconde celle de 7 » POUr 0. 


Effectivement, d’après ces données, on a 
ox + dr fx, gz—Vr—" PT. 
Par l'intégration de la seconde de ces équations, :l 
vient ù 
Es om frdxz = Fz + 0, 


Fx désignant une fonction connue de æ, et € une cons- 
tante arbitraire. 
De là on tire 
pr" (fat+Frt+e), dr 2<(fx— Fx—c), 
et par suite 
u—"?[ f(x +at) + f{x—at) +F(x+at)—F(x— at)], (12) 
la constante arbitraire c ayant disparu. 


557. Reprenons l'équation déjà traitée 
dt vd 
pour laquelle l'équation (f) se réduit à f—4?. Suivant 


qu’on se sert de cette équation pour chasser les coeffi- 


cients $ ou les coefficients x, on a les deux dévelop- 
pements 
pis dette (ra) 
u 2, C'eVRtpi-p x. Ces VRP", (14) 
Si l’on développe la série (13) suivant les puissances de £, 
il vient 


[A FA 
U— 2, Gen + -, 5, Cauet — . Z. Gañes + etc., 
I I. 2 


développement qui se confond avec la série (4), quand 
on pose ». Ce“—ox, la fonction arbitraire ox désignant 


toujours la valeur de w, pour /—o. 


406 LIVRE Vil. — CHAPITRE IV. 


On trouverait de même, en développant le second 
membre de l'équation (14) suivant les puissances 
dentt : 

u=— 2,.C'e'H 2. C'e" 


+ 2. (EC — EX. C'/prer") 


+ (E.CPe+E.C'prer") 
T° 
+ AR (= C'R/Bert— Z.C"B"v/B'et ") + etc. 
Si maintenant on pose 
Wé—2.C'eft+ x.C'e", 
dt >. C'y/Biert— 2. C'L/Hie", 
on retombera sur la série (5). Pour montrer que les 
deux fonctions 4,@ sont arbitraires et indépendantes 
l’'ane de l’autre, nous ferons 
EC Wr, X.C'efr— Tir, 
Z.CV/Beñ—VWr, E.C"Vp'et TI sr, 


d'où 
We Ve + Ilé, (15) 
Gt Ils. (16) 
A la place de cette dernière équation l’on peut écrire 
Ge Wr— It, (17) 


G' étant une fonction qui dérive de & par une opération 
inverse de celle au moyen de laquelle les fonctions WI, 
dérivent respectivement des fonctions WII (1). On tire 
des équations (15) et (17): 

Wi—id+iot, I—ib—:vt; 


(*) De l'équation x.C'ef"— wt on tire 


Y L C{g}rer"t san a”. Yyt 
\ de 


2 


Ÿ. CAB 72677 er fer. der, 
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en sorte que, quelles que soient les fonctions &,w qui 
peuvent être choisies arbitrairement, les fonctions W, HE, 
et par suite les séries 3. C'e*’{, 2.C’e*"! se trouvent tou- 
jours déterminées. 

Si l’on avait développé la série (13) suivant les puis- 
sances de x, on aurait eu 


LI 


’ 


u = >. Cet 2,3. Caen .2. Cauet + etc.; 
I 


1.2 
et ce développement coïncide encore avec la série (5) 
quand on pose 

mais alors les deux fonctions 4, & ne sont plus indépen- 
dantes : on a entre elles une relation qui, suivant la no- 
tation ci-dessus employée, s’exprimerait par Gt, ou 
G'—Vt; ce qui revient aussi à supposer nulle la fonc- 
tion IT dans les équations (15)et (17). Conséquemment 
la série (13) doit être considérée, ou comme l'intégrale 

Watts )/ . . 

générale de l’équation (3), ou simplement comme une 
intégrale particulière, selon que cette série est conçue 


n désignant un nombre positif et entier quelconque. On peut écrire 
par analogie 


De NET ds. we 
ZC(B rer 


ot 
et, en vertu de ceite notation, remplacer les équations (16) et (17) 
par les suivantes : 

— FREE J) Gt. dis = Wt— Tir. 
di 

Le calcul des différentielles et des intégrales & indices fractionnaires, 
admis comme une conséquence du développement des fonctions en 
séries d’exponentielles, est l’objet d’un mémoire important de 
M. Liouville, inséré dans le 21° cahier du Journal de l’École po- 
dytechnique. 
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ordonnée suivant les puissances de / ou suivant les puis- 
sances de x : ce qui revient à déterminer les paramètres 
arbitraires qu’elle renferme, au moyen de la valeur de « 


en fonction de x pour {—0, ou au moyen des valeurs de 


du 3 
u et de T en fonction de # pour 4æ—o. 
“ea 


Nous ignorons si l'on a remarqué cette singulière 
propriété de certains développements, de représenter à 
la fois une intégrale générale et une intégrale particu- 
lière. Cette remarque contredit même l’assertion avan- 
cée par mégarde par M. Poisson (*), que l’on peut déve- 
lopper la série (13) de manière à la rendre identique 
avec la série (5). 

558. Reprenons aussi l’équation 


d’u À 
——> —= U 6) 
dxdt j 6, 
qui donne pour (f), «g—1, d'où 
art 
HZ Ue Me, (18) 


et en développant suivant les puissances de #, 


& 2 e** 


ÿ LA €? 
RE (DOS CE NC Le .Z.C— + etc. 
I e 


œ 1.2 


Comme on peut poser pxæ—©. Ce“, il est évident que 
ce développement rentre dans la série (7). Seulement, 
quand la fonction o a été assignée, et que les coefficients 
C,« sont par cela même déterminés, tous les termes des 
séries 


QE” Ces’ 
à gi —— 9 1] ! 2 L] 
2.C— —/qrax, DA Fe M) exds, etc. 


se trouvent aussi déterminés complétement; en sorte que 
les constantes arbitraires qui entrent dans les intégrales 


(‘) Théorie de la chaleur, p. 139. 
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. Joxdx, [Joxdx*, etc., sont elles-mêmes complétement 

déterminées. Par conséquent, la série (18) ne donne 

qu'une intégrale particulière de l'équation (6), et non 

pas une intégrale générale ou complète, comme on 
le lit à la page 149 de l'ouvrage cité tout à l'heure. 

L'équation (6) serait également vérifiée si l’on prenait 

u— A sin (xx + Êé) + B cos (ax + bé), 
pourvu qu'on eût entre les paramètres &,£ l’équation 
de condition a$—+1i—o. Donc on satisfera à l'équation 
(6) en posant 


u — >] A sin ( ae ee 2 )+ B cos ar nue )f 
a e 


mais ce ne sera encore qu'une intégrale particulière de 
la proposée; et lors même qu’on écrirait 
u — S.Asin( ax — 2 )+ 2.Beos( a" 22 
a a 
l'intégrale, ainsi qu'il est facile de s’en assurer, n'aurait 
pas plus de généralité. 

599. En général, comme les constantes arbitraires 
C, «,B peuvent être supposées imaginaires aussi bien que 
réelles, 1l est clair qu’à toute série d’exponentielles il est 
permis de substituer une série de sinus et de cosinus, et 
réciproquement. La nature du problème détermine là 
nature des fonctions qui doivent rester dans la solution 
finale, après qu’on a déterminé toutes les constantes ar- 
traires et fait évanouir les signes d’imaginarité. 

Si équation (F) était telle que les paramètres &,$6 ne 
pussent pas être réels en même temps, on serait par là 
même averti de la nécessité d'introduire dans la série 
des fonctions circulaires à la place de certaines expo- 
nentielles. Ge cas s’offrirait pour l'équation 
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d°u d°u \ 
de Tam 0 (19) 
à laquelle se réduit l'équation (10) quand on donne 
à la constante « la valeur 1/1. On y satisfait en 
posant 
u—Z2.(A" sin ax + B’ cos a'x)e"" 
+ Z.(A"sina"x + B" cos a"x)e-*", 


Désignons par fx et par frs les valeurs de u et de 
M 6 

du 

me LE LE {= O0 : on aura 


Z.(A’sinax +B'cosxx)—:{(fxr+Fr+c), | 
S.(A"sina"x + B'cosa"x\—#(fx—Fx— 0c), y 
c indiquant une constante arbitraire; et quelles que 
soient les fonctions /, F, mathématiques ou empiriques, 
pourvu qu’elles ne deviennent point infinies, on pourra, 
d’après les formules du chapitre XIL du cinquième livre, 
déterminer tous les coefficients A’,B',«'; A”,B”,a", de 
manière à satisfaire aux équations précédentes, au 
moins pour les valeurs de x comprises entre des limites 
données. 
L'intégrale sous forme finie de l’équation (19) serait, 
d'après la formule (12), 


u— | ft ++ fr) 
“s SRORer nee 
Ver 

la caractéristique F ayant la même signification que 
dans les équations (20); et cette intégrale devient illu- 
soire, du moins pour le calcul numérique des valeurs 
de u, lorsque les fonctions /,F n’ont pas d'expressions 
algébriques dans lesquelles on puisse substituer les va- 
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leurs x} 3, de manière à faire disparaître les 
signes d’imaginarité. 

960. Les équations aux différences partielles, linéaires 
et à coefficients constants, s'appliquent surtout à des 
problèmes de mécanique et de physique mathématique, 
dans la résolution desquels il est permis de négliger, à 
cause de leur petitesse, les produits et les puissances su- 
périeures de certaines quantités variables. Pour détermi- 
ner les fonctions arbitraires qui entrent dans les inté- 
grales, 1} faut.assigner les valeurs initiales de certaines 
fonctions dans l'étendue limitée d’un système matériel à 
une, deux ou trois dimensions : rien n’assujettit d’ail- 
leurs ces fonctions à comporter une expression mathé- 
matique; elles doivent seulement, dans l'étendue du 
système matériel pour lequel elles sont données, conserver 
des valeurs déterminées et finies, parce qu’elles mesurent 
des grandeurs physiques, essentiellement finies et déter- 
minées. Les formules du chapitre XII du cinquième 
livre, et toutes celles qui sont propres à représenter dans 
une étendue limitée une fonction quelconque, mathé- 
matique ou empirique, s’appliquent donc essentiellement 
au développement des intégrales des équations aux diffé- 
rences partielles, dans lesquelles les fonctions arbitraires 
doivent être déterminées d’après des données physiques. 
Au contraire, les développements en séries d’exponen- 
telles ne sont applicables que quand les fonctions ar- 
bitraires initiales comportent une expression analytique; 
et alors, sauf l’exception résultant de la divergence des 
séries , ils représentent les fonctions développées pour 
toutes les valeurs possibles des variables. 

561. L'équation la plus simple à laquelle on puisse 
appliquer ce que nous venons de dire sur la détermina- 
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tion des fonctions arbitraires d’après des données phy- 
siques, est l'équation des cordes vibrantes [539] 
d°u 
Had: dr 
dans laquelle 4 désigne le temps, x l’abscisse d’un point 
de la corde en mouvement, w l'ordonnée de ce point qui 
serait nulle dans l’état de repos, et 4 un coefficient qui 
dépend de la tension, du poids et des dimensions de la 
corde. Les deux extrémités de la corde vibrante ayant 
pour abscisses x—0o et x—/l, et ces deux extrémités 


du 
étant fixes, les valeurs de w et de — FE sont nulles pour 


x—0 et x—{, quelque soit £ : à l’origine du mouvement, 
et pour les valeurs de æ comprises entre o et {, on à 


Dodu : , ; 4 
HER — fx, les fonctions /x, fx étant assujet- 


ties à la condition d’avoir des valeurs finies et déter- 

minées. L 
On satisfait à l'équation (21) en prenant 

u— È(À sin aat + B cos aaf)sin ax; (22) 

et si l’on pose 

| AE _ (23) 


& désignant un nombre entier quelconque, on satisfait à 
af. : PE TNUS $ 
la condition que les fonctions &, FE s'évanouissent pour 


x—o et pour x—/, quel que soit £. L’équation (22) 
devient 


U=— 2 a sin Fe os M sin ae 


et il ne s’agit plus que de déterminer les coefficients 
A,B en fonction de l'indice {. Pour indiquer cette dé- 
pendance, nous écrirons A;, B; au lieu de A, B. 
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Or, d’après les conditions exprimées, il vient 


ITA IT T 


NID 
2Z.B; sin F5 ou > Wa A;sin Tr 


et l’on satisfera [430] à ces dernières équations entre les 
limites x—0, x—{, quelles que soient les fonctions fx, 
fx, si l’on prend 


SURORMUURE UP AUX aies 
Bi? [sin TE. FM, af. sin — . fé de. 


562. L'équation 
a a? si (24) 
qui se confond avec l'équation (3) quand on prend, pour 
plus de simplicité, ar, a lieu entre la température x 
de la section droite d’une barre cylindrique homogène, 
le temps # et l’abscisse x de cette section, comptée de 
l’une des extrémités de la barre. On désigne par & un 
coefficient qui dépend de la conductibilité de la barre 
et de sa capacité pour la chaleur, par / la longueur de 
la barre; et l’on prend pour zéro de l'échelle thermo- 
métrique la température (supposée constante) du milieu 
dans lequel elle est plongée. En conséquence il faut 
que, pour 4—o et 4—{, on ait 4—0, quel que soit 4. 
Il faut de plus que, pour {—0, u se réduise à une fonc- 
tion fx, arbitrairement donnée entre les limites 4—0, 
al, et qui exprime l’état initial des températures de 
la barre. 
On satisfait à l'équation (24) par la série 

= 2VAISiN ras tt (25) 

et si l’on prend, comme dans lexemple précédent, 
a (23) 


on aura tenu compte des conditions qui se rapportent 
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aux deux extrémites de la barre. Il suffira ensuite de 


faire 
DA NITES Ve 
2110 l 


pour que la valeur de 4, qui répond à #0, représeme 
l’état initial des températures de la barre. 

563. Dans les deux applications qui viennent d’être 
faites, on peut considérer les valeurs du paramètre «, 
données par la formule (23), comme les racines, en 
nombre infini, de l’équation transcendante sin 4/—o : 
en général on a pour déterminer la série infinie des va- 
leurs de « une équation transcendante, mais de forme 
plus compliquée et telle qu'on n’en peut déterminer 
que par tâtonnements les racines consécutives. 

Supposons les mêmes données que dans le problème 
précédent, si ce n’est que la fonction w, au lieu d’être 
constamment nulle pour æx—=/, devra à cette limite, 
et pour toutes les valeurs de 4, vérifier équation diffé- 


rentielle 
du 


Fr + hu — 0. (26) 
Ce nouveau problème se rapporte à la détermination 
des températures d’une sphère homogène, plongée dans 
un milieu dont la température est constante, et primiti- 
vement échauffée de manière que tous les points à égale 
distance du centre aient la même température. La va- 
riable + désigne la distance d’un point au centre de la 
sphère; la fonction &w est le produit de la température 
dn point dont 1l s’agit par la distance x; l'est le rayon 
de Ja sphère. La condition d’avoir #u—o, pour 7-0) 
quel que soit {, résulte de ce que la température du 
centre ne peut pas devenir infinie [458]; et l'existence 
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de l'équation (26), dans laquelle 2 exprime un coefficient 
constant, est une conséquence de la déperdition de cha- 
leur qui s'opère, par rayonnement et par contact, à la 
surface de la sphère. 

La valeur de & sera toujours donnée par la formule 
(25): mais en vertu de lPéquation (26), les paramètres 
« devront être les racines de léquation transcen- 
dante “ 

a cos «l + h sin «xl — 0. (279) 
Admettons qu’on ait calculé ces racines : il s’agit de dé- 
terminer les coefficients À de manière que, pour —0, 
u se réduise à une fonction fx, assignée arbitrairement 
entre les limites 4—0, x—{. Voici la méthode donnée 
par M. Poisson pour effectuer cette détermination, et 
pour démontrer en même temps que l’équation (27) ne 
comporte pas de racines imaginaires. 

964. Multiplious par sin «xdx les deux membres de 


l'équation (2/4), et intégrons entre les limites 4—0, 4 —/: 
il viendra 


dt dr” 


L'intégration par parties donne : 


li d'u du . l l du 
sin ax —— dx —|— sin ax | — cosar —— dx, 
0 t1 dx o , dx 


l LEON l Li 
COS ax —— dr — | cos a | + af usinaxdx, 
o dx Jo o 


LE 


Ua du du . Die QT 
sin ax —— dx —|—sinar-aucosar| —a |} usin axdx. 
HO dx dx (9) (e) 


Pour 4—0, on a u—0, sin ax-—0; pour 4—{, on a, en 
vertu de l'équation (26), 


1) 
di U Sin xx à 
o La Au 
AU SIN CT ux. (28) 
Oo 
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du . à 
—— sin ax — au COS ax == — u(h sin al + x cos al), 
dx ; 
quantité nulle à cause de l'équation (27). En consé- 


quence léquation (28) se réduit à 


dt ne 


et elle a pour intégrale 


l 
d Sk u sin ardx : 
O ‘ 
— — va f. u sin ax dx, 
O 


& 
U 
[. uL'Siniarr = Cette 
710 


C désignant la valeur de 


l 
J. u sin «rdx, 
Ô 


qui correspond à é==0, c’est-à-dire l'intégrale 


[A 
“ fx. sin axdx, 
[0] 


On aura donc, par l'élimination de la constante C, 


l l 
J. u sin axvdx — ul +, Sin ardt (29) 
O O 


Si nous substituons dans cette dernière équation la 
valeur de w en série, donnée par la formule (25), il 
faudra, pour l'identité, qu'il ne reste dans le premier 
membre que le terme correspondant à la racine « em- 
ployée dans le second membre. En conséquence, pour 
toute autre racine «’, numériquement différente de x, 
on aura 


L 
“A sin ax sinæxdx—0o, (30) 
O 


et l'équation (29) donnera simplement 


Î Î 
af. sin” axzdx —f fæx.sin axdx, 
hi O O 


ou bien, après la première mtégration effectuée, 
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Q.£ * . 
24 fx.sin axdx 
À ORNE AUPNRE PRRÈRr 


al — sin &{ cos xl 


l 
a Vie . sin axdx 

Y O0 
dt à ——————— 


"al — sin «l cos xl 


d’où 


u— sin ax.e7t (Ur) 


ce qui détermine complétement la valeur de u. 

Il faut remarquer que, si « est une racine de l’équa- 
tion (27), —« en est une autre; mais on ne donnerait 
pas plus de généralité à la solution en tenant compte 
des racines négatives, puisque la somme de deux 
termes 

A, sin axr.e%"t + À, sin (—ax).e%?t 
équivaut à 

(As A at rien Ain ct ans 
le paramètre « ne devant plus recevoir maintenant que 
des valeurs positives. 

565. Au moyen de l'équation (30) on prouve, comme 
nous l'avons annoncé, que l'équation (27) n’admet 
point de racines imaginaires. Soit en effet «ut; 
une racine imaginaire de l'équation (27): celle-ci aura 
une autre racine imaginaire conjuguée &—p—v}/—1; 
et l'équation (30) deviendra, après les transformations 
ordinaires, 


Ü 3 


équation impossible, puisque tous les éléments de lin- 
tégrale qui en constitue le premier membre sont essen- 
tiellement positifs. 

On trouve en effectuant l'intégration : 


ÿ LA À à 27 
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cie NUE sin(d— x)  sin(æa+ x) 
SIN QT SIN LATE == — 0 
jk 2(t— x) 2(4 + x”) 


__ a'sin alcosa/l[—asin«//cosal 


14 


x — a”? 
Comme «,x° désignent des racines de l’équation (27), le 
numérateur de cette dernière fraction est nul; et l’on 
vérifie ainsi l'équation (30), déjà démontrée par un rai- 
sonnement indépendant de la forme particulière de la 
fonction soumise au signe /. 

Pour «'—«, le dernier membre de l’équation (32) se 
présente sous la forme ©, et sa vraie valeur, trouvée par 


la méthode ordinaire, est 
al — sin al cos al 
20 à 
comme on l’a obtenue en calculant directement l’inté- 
grale /.! sin ?axdx. 

566. Faisons dans l'équation (31), —o : la fonction w 
devra se réduire à fx entre les limites 4—0,1—4, et l’on 
aura, en remplaçant pour plus de netteté sous le signe 
d'intégration la variable x par une variable auxi- 


“ 


liaire Ë, 

af FE. aËde 
Ce 0 

xl — sin al cos al 
Ce sera une nouvelle formule de développement de la 
fonction fx, analogue à celles du chapitre XII du cin- 
quième livre, et aussi rigoureusement démontrée, quoique 
d’une manière indirecte. Les formules de cette espèce 
peuvent être indéfiniment multipliées comme les équa- 
tions linéaires aux différences partielles auxquelles elles 
correspondent; mais elles ne peuvent être employées 
avec sécurité qu'après qu’on à établi rigoureusement la 


Dire . Sin GT. 


convergence des séries qu’elles engendrent. 


INTÉGRATION PAR LES SÉRIES. 419 


567. S'il y avait trois variables indépendantes x, y,4 
dans l’équation aux différences partielles , linéaires et à 
coefficients constants, on pourrait prendre pour inté- 
grale particulière 

L==ICerTRr EE 
et lon aurait entre «, 6,7 une équation de condition 
f(a,8,y)—=0, ou y—= 9(x.P), 
qui laisserait deux de ces paramètres indéterminés. En 
conséquence on pourrait prendre pour intégrale géné- 
rale 
nu = 2E,Cer+o Hétu), 
le double signe 22 indiquant qu’il faut combiner succes- 
sivement toutes les valeurs possibles de « avec toutes 
les valeurs possibles de 6. La valeur précédente de u su- 
birait des transformations analogues à celles qui ont été 
exposées dans le courant de ce chapitre, à propos du 
développement des fonctions de deux variables. Mais 
en général de tels développements, quand le nombre 
des variables indépendantes surpasse deux, sont inap- 
plicables à cause de leur prolixité. Il faut substituer 
alors à l’emploi des séries infinies celui des intégrales 
définies, et cette substitution sera l’objet du chapitre 
suivant. 


LL VB LR LR VOE LUS LORS LUE LORD VUE LLE LL ES VER SLR LE VER LR LVVR LAS LUE LR D 


* CHAPITRE V. 


DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIF- 
FÉRENCES PARTIELLES , PAR LE MOYEN DES INTÉ- 
GRALES DÉFINIES. 


568. Nous avons trouvé [551] pour lintégrale de 
l’équation 


du, *d°u 
&— de? a 
la série 
Ê [4 L° TV . VI . 
Mr lie X + Hu AR em ri TX - etc. : (2) 


cette série à son tour est susceptible d’être sommée ou 
exprimée sous forme finie, par une intégrale définie. 
En effet, d’après les formules connues [403] 


(e) O0 
[ e-*®do LE ea : (a) f. e—*"o2+:do —0, () 


fl Re NE 1 
l’équation (2) prend la forme 
(e) 154 2 20V” 
re [ee-+aons. ga ED ge BRU 2. de 
: 
+ Gore. :) Z pYx + etc. di e— do 
Re Se. gx + 201/r)e— do. (3) 


On aurait aussi 


ee) 
M EE 
T — 00 


Vs 
Sue 
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et par conséquent , 
QO 
PL f. [eix + 201/5) + gx — 201/r)le- do. 
2V/ rx J —c 


En mettant l'expression sous cette forme, on voit mieux 
qu'elle s'applique aux valeurs négatives de { comme aux 
valeurs positives : les termes affectés d’imaginarité, pour 
£ négatif, se détruisant mutuellement sous le signe f'; et 
en effet rien n'empêche de donner à £ des valeurs né- 
gatives dans la série (2), d’où l'expression (3) est déri- 
vée. 

Celle-ci se tire encore très-simplement de la formule 


[557] 


car l’équation (a) donne, quand on y remplace w DE 


o—al 7, 
Le) 
sk e— 0? + 200 /1— 2210 — x) 


ÉD Cerart: : 


d’où 
(ee) 


ent = » e— w?2+2col/ ‘do, (4) 


TT 09 


et par suite 


©O 
af D, Cex(a-+au)/7).e—%de, 
V/r J — 


formule qui coïncide avec (3) lorsqu'on remplace, comme 
cela est permis, 
Z.Ces(x+2o1/:) par ox + 2614). 

Pour l'emploi de cette formule, la fonction ?, quoique 
arbitraire, doit cependant être supposée telle que le 
produit p (xl?) e—* s’évanouisse pour &«—+, 
quels que soient {et x, afin que l'intégrale conserve tou- 
jours une valeur finie. Au moyen de cette restriction 
on peut reconnaitre, par un calcul direct , que l’équa- 
tion (3) satisfait à la proposée. 
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569. L’équation Li 


— u a pour intégrale complète 


dxdi 
021: : 
[ Re x Fe z°t° xit> | 
pe (1 tee) MT 0 ne 
ou g° | £° u 
6, —.P,Z à Dj 
? 1°? 2 nr so Me vo 


5) 


Ke US 
Hé Fan Psôtr 3e dé etc. 


Designons par ox, Lt les dérivées des fonctions 9,4, d. £: 
on aura 


I D, 
PET — EVENE RE) Es ail {x —w)"vowde, 
+ TOR 1. it 
UZ TRE = f. (t —w) dodo. 


En effet, mn Re parties, répétée z fois, donne 
fx —o)—"sodo —{(xr— wi 19,04 (i—1)(x — 0) 29,0 
+ (io a —0) So ,0+...+ (ii) (i—2)..3.2. 190 
à la limite ow—0, toutes les fonctions +; w s’évanouissent 
en vertu de la définition; à la limite o—x, tous les 
termes du second membre qui ont æ—« pour facteur 
s’évanouissent aussi, et l’on trouve pour 9; x la valeur 
écrite plus haut. Le même calcul s'applique à la fonc- 
tion Ÿ, é. 
Il viendra, en conséquence de cette transformation , 


TE x°t 


CHAN CODE CHER Lie 
2 3 AA 
c7 + er, #0 Alan dE Mage 
; {tr:5)° (1%243)° 
æ cn, x? (t—w) thé a (£— w) ' | 
+ 1 + - EURE —- (> PpEAEN etc. we). 
ni as) un du 
En a “us par # un nombre entier positif, 


on a [404] 


u— A(1 + — +- etc.) 
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« 


M (RC 135 TITRE T 
* sinada — LR : ) *—; 
Jo Ta LIRE var de 


ou 


Lil 
T DATE UE de 
5 ar « = —— 7 ——— * sin”ade. 
ER ie D LA Vit RAE D 12 de 


On peut donc mettre la première partie de la valeur de 
u sous la forme 


_ 


: a f 
2 Fe NET A RE D CSN 
= A Fa Si A - - sIN @ L- etc. ax 
7 re) à 
T 


1 12:49) 4 


I 


fa + eve 


JV 


Pour les deux autres parties de la valeur de &, dont 
la composition est analogue , il sera plus simple de chan- 
ger les exponentielles en cosinus, et l’on aura définiti- 
vement : 


u1 
A f; 2 te 
UE *(e2V/z.sin? a 4 e—2Vat-sin" ad 
TJ o 


Ve 6 je *cos(21/ To sin"a)da | god 
Er PU - 
té = je | jf cos(a1/a{o—psin*a}la | pod. 


Nous tombons ici sur des intégrales définies doubles, 
tandis que nous avions obtenu l'intégrale de l’équa- 
tion (1), exprimée par une intégrale définie simple. 
570. Afin de donner un exemple de l'intégration des 
équations linéaires à coefficients variables, prenons l’é- 
quation 
CHE APR (5) 
At, ATET E 
qui admet pour integrale particulière u—ye"*, pourvu 
que » désigne une fonction de la seule variable x, assu- 
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jettie à vérifier l'équation différentielle 
Les” Loyer. (6) 
L'intégrale de cette Je équation renfermera deux 
constantes arbitraires A, B; et l’on peut prendre pour 
intégrale complète de l’équation (5), u—£. y e“, la 
somme s'étendant à toutes les valeurs possibles des cons- 
tantes À,B, «. 

Pour la note Ÿ calcul, remplaçons « par &’ et 
Æ par mm (m—1) : l'intégrale complète de l'équation (6) 
sera, d’après la formule (19) du n° 471, 


T TT 
\ = auf. exECosv sn 27— du se Bzr: = vf. exrcos, sin 1—27 wdw. 
Q O0 


Substituons cette valeur de y dans l'équation Fe) D A À 
et remplacons-y ensuite e** par sa valeur tirée de lé- 
quation (4), en accentuant les w qui entrent dans cette 
dernière équation, pour éviter de les confondre avec 
ceux qui entrent dans l’expression de y : il viendra 


I me m RARE û 
u—= = x" fs de [E. Aex(rcosu+2u volante sin?7—"o4d0) de 
ARS 


+ — ae FA [Z. Bestreosw+e)]e—? sint—2"wdw" do; 
—— © 


et si l’on pose 


I 
2 Act —vr, TE: >, Bet 


où aura plus simplement 


= Je o(x COS W +- 20 "V/#)e ee"? sin?"—" wdw do 
— 00 


+ ms 7 V(x cos w + 2w/1/r)e** sin'—?"wdw'dw. 
—— ON 


D'ailleurs M. Poisson a démontré (*) que, nonobstant 


(*) Journal de l’École polytechnique, 19° cahier, pag. 241. 
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la présence des deux signes de fonction #, Ÿ , l'intégrale 
ne dépend que de la fonction arbitraire de x, qui repre- 
sente la valeur de w pour {—o. 

571. Les artifices de calcul à l’aide desquels on vient 
d'exprimer par des intégrales définies les intégrales 
complètes de diverses équations aux différences par- 
tielles, ne procèdent point d’une méthode uniforme: on 
peut recourir, comme Fourier l'a fait le premier, à 
d’autres considérations qui se rattachent plus étroite- 
ment à la propriété fondamentale des équations li- 
néaires. 

Prenons encore pour exemple l'équation 


duo art 


dd 
à laquelle on satisfait par la valeur particulière 
u— Ae-%! cos (x — Ë), 


À, «, E désignant des paramètres indéterminés. Au lieu 
d'attribuer à ces paramètres des valeurs séparées par des 
intervalles finis, rien n'empêche de supposer qu'ils 
passent sans discontinuité par une infinité de valeurs; 
et même on peut établir entre les paramètres A,é une 
dépendance arbitraire 

qui, loin de restreindre la généralité de la solution, lui 
donnera au contraire la généralité requise par lintro- 
duction d’un signe de fonction arbitraire dont on pourra 
disposer selon les exigences du problème. On doit re- 
marquer l’analogie de cet artifice avec celui dont La- 
grange et Monge se sont servis pour tirer d’une inté- 
grale particulière, mais pourvue de constantes arbitraires 
en nombre suffisant, le système d'équations propre à 
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représenter l'intégrale générale, en vertu des fonctions 
arbitraires qu'il renferme [b25 et 534]. 

Ainsi l’on satisfera à la proposée , à cause de sa forme 
linéaire, en prenant 

u— ff e%tcos a(x— €). S(E)dEde, 
quelles que soient la fonction & et les limites des inté- 
grations. Admettons de plus que la fonction w doive se 
réduire à 9x pour {—0 : d’après la formule de Fourier 
[435], il suffira de prendre 
G(E) x o(é) ) 


en assignant aux intégrales, pour limites supérieures 
—æ, pour limites inférieures —; et l'on aura en 


pi 
2% 


conséquence 


UE co (se) NiN _n 
= [fe eosate—Eridtte (7) 


Nous avons déjà obtenu la valeur de w, exprimée par 
une intégrale définie simple : pour retrouver cette va- 
leur, il n’y a qu’à effectuer, dans la formule précédente, 
l'intégration indiquée par rapport à «. On a en effet, 
d'après la formule (#) du n° 410, 


00 He) - (x—E)2 
ie et cos a(x —EË)da — Ka TL M, 
t 


d'où 


I Mt DS Currie 72 
U = —— e 4t < 
2V/ rt J — Ÿ À 


et il ne s’agit plus que de changer sous le signe la va- 
riable auxiliaire en posant 
D, ou E—xz—+ 20/4, 
pour retomber sur la formule (3). 
Si l’on avait, au lieu de la proposée , l’équation 


INTÉGRATION PAR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 427 
du d?u 
le 
dt dx? ? 
il faudrait évidemment changer dans les formules (7) et 
(3), € en «’{, ce qui donnerait 


ï (Ce) CO 
U— — J. f er cos a(x — E)pédédu, 
2% j -—@ } —o 
1 


ce 
U— — o(x —+- 2.4) V/#)e- do. 
Ur J —< 


572. Les équations précédentes expriment les lois de 
la transmission de la chaleur dans une barre cylindri- 
que, à section droite infiniment petite , indéfiniment 
étendue dans le sens de sa longueur ; lorsque la déper- 
dition de chaleur par rayonnement et par contact, à la 
surface latérale de la barre, est supposée nulle ou in- 
sensible. La barre étant considérée comme indéfiniment 
allongée, il n’y a plus de conditions relatives aux valeurs 
extrèmes de Z : ce qui distingue en général les pro- 
blèmes pour lesquels on emploie les intégrales définies 
prises entre des limites infinies, de ceux pour la réso- 
lution desquels on développe l’intégrale en séries dont 
les termes sont donnés par la suite des racines d’une 
équation transcendante. 

Soit maintenant l’équation à quatre variables indé- 
pendantes 

du wiumriadlôu ; d°u 
den NET 
qui se rapporte à la propagation de la chaleur dans un 
solide homogène, illimité en tous sens, la fonction & 
devant se réduire à © (x, y, z) pour {—0 : si nous 
posons, dans la vue de simplifier l'écriture, 
PO). et O, 


la formule de Fourier, étendue aux fonctions de trois va- 
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riables, donnera 


LU — TITI a(æ—$).cos Br —").cosy(z— €). dédidédadÿdy. 


Par une analyse telle que celle qui vient d’être employée, 
l'intégrale sextuple se réduit à une intégrale triple, et 
l’on a 


I —® ; : 
u——"/ffe — (+0 2+0"2)o{xLaaoV/i,7 +200 V/5,2+2a0"V/dodo'de". 
T2 —— — © 


Les barres placées au-dessus et au-dessous des signes 
d'intégration, indiquent que toutes les intégrales sont 
prises entre les mêmes limites. 


L 1 
573. Passons à l’équation 
d°u du 
TAN a 77.5 9 ( 8) 
dt dx 
à laquelle on satisfait par les valeurs particulières 


À cos aat cos a(x —Ë€), B sin œat cos a(x — Ë); 


: AIRE D 
et admettons que, pour {—0, les fonctions w, A doi- 


vent se réduire respectivement à 
= (9) pen bp QE (10) 


On satisfera à l’équation (8) et à la condition (9), en 
prenant 


I (ce) 2 
= =. f cos aat cos a(x —E) fédéda; 
ND TT —— 0 
du 
mais cette valeur de w donne ra Pont 1—0.,:et 


conséquemment ne satisfait pas à la condition { 10). Au 
contraire la valeur 


I © fFæ sin aat hs 
ns 1 LE = cos a(x —-E)fédtda, 


d’où l’on tire 
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a — EX + se cos aat cos a(x —E)fédEda, 


à pda (8) et à la condition (10), mais non 
pas à la condition (9), puisqu'elle donne #—o pour —0- 
Donc l’on satisfera à la fois à la proposée et aux condi- 
tions (9), (10), en prenant 


u — Le ‘0 cos œat COS a(x —E)fidtda 


+2 jf 2e ET co sa(x —6)fEdE da. 
2 A —_—_m —_— 


On sait que l'équation (8), qui est celle des cordes vi- 


brantes et des ondes sonores dans un tuyau cylindrique, 
a une intégrale sous forme finie, dont l'intégrale précé- 
dente doit être une transformation. En effet , la pre- 
mière partie de la valeur de x peut être mise sous la 
forme 


= fe ÿ: [cosa(x+ at —E©)+cosa(x—at—©)] fdéda, 
et par le théorème de Fourier elle se réduit à 


LS (x + at) + f(x —ai)]. 
La seconde partie de la valeur de w devient par une 
transformation semblable 


: œ co sina(x+-at-#) sina(x—at—i) 
ae 


L'intégrale 


5 Ë a(r-+at—t). sin AE — ] a 
3 a oL 
se réduit [413] à x ou à —#x, suivant quon a 
E>x—at, É<x+at, 
et par suite £ >o, ou au contraire 
E>xtat, F<x—at, 


ce qui suppose { < 0. Elle s'évanouit pour les valeurs 
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de £ qui tombent hors deslimites £—x—at, E—x+ai, 
et qui donnent le même signe aux facteurs xat—#, 
x—at—#. Donc l'intégrale (11) a pour valeur 


ï a+ at 


fé d == [Fix + at) —F(x — at)]. 


a 1i— at 
En réunissant les deux parties de la valeur de w, on re- 
tombe sur l'intégrale (12) du n° 556. 
On trouve sans difficulté, pour l’équation 


d'u Le KG? LOS A0 
ee Lan ON dE ALIEN ne 

qui renferme les lois de la propagation des ondes dans 

un milieu dont l’élasticité est la même en tous sens, ou 

dans un milieu non cristallisé, une intégrale de forme 

analogue à celle de l’équation (8). Soient f (x, y, 2), 


f (x, y, 2) les fonctions auxquelles doivent se réduire w 
di e Pt ES {—0, et posons 
AA NEA En fe 
(Ent) cos 66 + (Ent) sin £: 


l'intégrale sera 


Uu=—= TNITIES a(x — Ë) cosB(y — 1) cos y(z —0).6dédnddad$d). 


Mais cette intégrale sextuple, dans laquelle il serait 
difficile de Hire l'expression des lois du phénomène, se 
transforme, comme M. Poisson l’a fait voir (*), en une 
intégrale double 


se à 4 


1 fr fer 
Us #J. 7 f(xHatcos0, y+atsinbésine, z+atsiné cosw)tsin 6d6du 


+ — Ce SE 8,7 -Latsinbsino,zatsint cosw)tsin6dôdo. 
AT % 


(”) Nouveaux mémoires de l’ Académie des sciences , tom. IH, 
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En général, la difficulté consiste à abaisser, autant 
que la nature du problème le comporte, l’ordre de l’in- 
tégrale multiple à laquelle conduit immédiatement l’ap- 
plication du théorème de Fourier; et cette réduction 
ne paraît point encore soumise à des règles générales. 

574. Considérons en dernier lieu l'équation 

d?u , d'u 
de T° dut 
qui se rapporte à la propagation des vibrations trans- 
versales d’une verge élastique, dont nous supposerons la 
longueur indéfinie de part et d'autre du centre de lé- 
branlement primitif. On admet toujours que l’on doit 


= O, 


AND UE ALI e. 1% pours/—-0. 
La proposée est satisfaite par la valeur particulière 
u — À cosa’at cos «(x —Ë) : 
donc, un calcul entièrement semblable à ceux qui pre- 
cèdent donnera pour l'intégrale complète : 


I (e +) QC 
U— — 1 de cos «?at cos a(æ — 6) fédéda 
27 J —@ } — 
I ÿ MRSIn Aa 
+ —— f. “6 — cos a(x — E)fEdEde. 
2TA — —— © 


La première partie de la valeur de w se ramène à une 
intégrale définie simple; car, d'après la première équa- 
tion (z) du n° 409, on a 


à | 
Jk cos œ’at cos a(x —€)da 


— 


Re At (ei | RP 
= | cos — } —+- sin EU LL te 
| È =) 2V/ at oat” 
et si l'on pose en conséquence 


É— x + 20V/ at, (12) 


la première partie de la valeur de u prendra la forme 
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I 


V/ar 


Donc, si la fonction fx est nulle, ou si les molécules 


=. (sin w° + cos &°) f(x + 2o1V/z)do. 


de la verge élastique ont été écartées à l’origine de leurs 
positions d'équilibre, sans recevoir de vitesses initiales 
dans les plans perpendiculaires à l’axe de la verge, on 
aura NT | 


uU — 


D. = [2 (sin w° + cos &°) f(x + 201V/a)do, 


formule remarquable par son analogie avec léquation 
(5). 

Pour les plaques vibrantes, de. même élasticité en 
tous sens, l'équation des vibrations Port, est 


SLR d'in d'u à 
Pat CA UE dd D) — 


Admettons qu'à l’origine du temps la fonction w se ré- 
Le PER É dus. 
duise à f(x, y) et que la fonction _ soit nulle : on ex- 


primera la valeur de w par l’intégrale quadruple 


u IE (a2 + f2)at cos a(x — E) cos B(y — n) CE ,n) dé dn du dÿ. 


L'intégrale double 


= O0 


[fees (@° + Bat cos a(x — E) cos B(r — n)dadp 


—— — © 


—— [ft at cos Bat —sin «?atsin B2af]cos a(x—Ÿ©) cosf( y —1)dad$ (13) 
peut être obtenue; car, si l’on effectue d’abord l’inté- 
NS relative à «, en employant les formules (7) 
du n° 409, on trouve 
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ji ' fcos a’at cos f*at— sin &’at sin Bat} cos a(x —E)dx 
— D 


= [c0s 8° at sin ( + o* )— sin ?atsin (ee) | ) 


© ayant la valeur donnée par l'équation (12). Ainsi l’in- 
tégralé (13) devient 


— » T 00 ÿ 
ane) entra to 
—V/sin( To )f07 sin Brarcos Er — nu. 
at 4 0 


Mais, dans cette dernière expression, les intégrations 


relatives à B s'effectuent de la même manière, et si 
l’on pose 

n—=7Y + 20 Va, 
il vient pour la valeur de l'intégrale (13) 


Zn) (GE) 


= sin (w°?+w'?), 


Donc la valeur de « ta cette forme aussi simple 
qu'élégante, 


T 


[ee] fe 
[ee] _—! L 
u — cf j sin (62 + w'2).f{x + 20V/a, y +20 V/rdode. 
—@ } —co 
+ 


te © me 
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CHAPITRE VI. 


DE LA CONSTRUCTION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES 
PARTIELLES. 


— 


575. Considérons d’abord l’équation aux différences 
partielles du premier ordre et à trois variables 
| F(x,,2:p;q) or Open QU :g —=f(2,92P) (a) 
et soit gx la valeur de z en' fonction de x quand la va- 
riable y est nulle : on aura, pour y—o, 


dz 
q —=f(x;, 0, px, px), ou d — DT. 


Par conséquent, si la fonction dx reste finie pour toutes 
les valeurs de x, et si Ay désigne une quantité très-pe- 
tite du premier ordre, on aura, aux quantités près du 
second ordre, Az—x.Ay; de sorte que, à ce degré d’ap- 
proximation , 
2—= px +Dr.Ay— 9x 

est l’expression, en fonction de x, de la valeur de z qui 
répond à y7—Ay. On déterminerait de même l'expression 
z—9% qui répond à y—21y, et ainsi indéfiniment. 

Concevons que x,7,z désignent les trois coordonnées 
rectangulaires d’une surface : 

Z=—= OX (è) 
sera l'équation de la ligne d’intersection de la surface 
avec le plan xz. Le plan tangent à la surface suivant 
cette ligne aura pour trace en +z la tangente à la courbe 
(b). En vertu de cette condition et de l’équation (a), 
la direction du plan tangent se trouve complétement 
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déterminée pour chaque valeur de x; en sorte qu’on 
peut tracer dans l’espace la surface cylindrique qui en- 
veloppe, suivant la courbe arbitraire (à), la surface qu’il 
s'agit de construire au moyen de l'équation (a). Si l’on 
coupe la surface enveloppe par un plan parallèle à ce- 
lui des xz, et dont la distance à ce plan est une quantité 
très-petite du premier ordre, l’ordonnée de la section 
de lenveloppe ne diffère que par une quantité très- 
petite du second ordre, de l’ordonnée de la trace de 
l’enveloppée sur le même plan : la section de lPenve- 
loppe peut donc être prise pour la ligne de contact de la 
surface avec une seconde enveloppe que l’on construira 
comme la première, et ainsi de suite. 

Au lieu d’assigner arbitrairement l'équation de la 
courbe d’intersection de la surface et du plan «+2, on 
aurait pu donner celle de la section de la surface par 
tout autre plan parallèle. 

Il résulte de là que, si l’on peut assigner une expres- 
sion de z en #,y, qui satisfasse à l'équation (a), cette 
expression, pour avoir le même degré de généralité que 
l'équation aux différences partielles à laquelle elle satis- 
fait, doit contenir une fonction. arbitraire dont on puisse 
disposer pour faire passer la surface par une courbe donnée. 

576. On arrive au même résultat quand on substitue 
à la construction d'une surface dans l’espace, la cons- 
truction sur un plan horizontal de Ja série de ses lignes 
de niveau [126]. Supposons qu’en outre de l’équation 
(a), on donne la trace de la surface sur le plan horizon- 
tal des xy, ou l'équation de cette trace 

| JE (B) 
on aura, pour tous les points de la surface qui appar- 
tiennent à la courbe (£), p+gq%'x=—0. Cette équation, 


28. 


436 LIVRE VII. — CHAPITRE VI. 


jointe à la proposée (a), donne en fonction de x,7y les 
valeurs de p, 4 et celle de p?+q* pour chaque point de 
la surface appartenant à la ligne de niveau (f). Menant 
des normales à chaque point de cette courbe, et pre- 
nant sur chaque normale une longueur égale à la quan- 


—, on tracera 


tité très-petite du premier ordre has 
p2 + q 

sur le plan xy (aux quantités près du second ordre) la 
projection d’une seconde ligne de niveau, pour laquelle 
l'ordonnée z aura la valeur Az. En suivant le même 
procédé, on se servira de cette courbe pour tracer la 
projection d’une troisième ligne de niveau, dont l’or- 
donnée z aura la valeur 2Az, et ainsi de suite. 

5/7. Ces considérations s'étendent aux équations aux 
différences partielles du premier ordre, entre un nombre 
quelconque de variables. Soit l’équation 


F(ayou Te cal ge) ou sen id Z,U mo) (c) 

dx dy dz : dz dr dy JU? 
avec laquelle il faut construire la fonction w des trois va- 
riables indépendantes x, 7,3. À cet effet, il est nécessaire 
qu'on assigne la fonction u—w{x,y) pour une valeur 
particulière de 3, telle que z—0. On aura ensuite, pour 
z—Az, quantité très-petite du premier ordre, 

du 


R .. do del 
HU. Ex ,0,P(27) 7 | D(x,r); 


d’où, aux quantités près du second ordre, Au—%(x,7).Az, 
u —Q(x;y) + Dry). Az= 9,(æ7). 

On déterminerait de même la valeur u—v{x,7), qui 
correspond à z—2Az, et ainsi indéfiniment. 

Donc, si l’on peut assigner une expression de w en 

z,V,z, Qui satisfasse à l'équation (c), cette expression, 

pour avoir le même degré de généralité que l'équation 
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aux différences partielles à laquelle elle satisfait, doit 
contenir une fonction arbitraire de deux quantités va- 
riables, dont on puisse disposer pour que la fonction 
u se réduise à une fonction donnée de deux des variables 
+,9,Z, lorsqu'on assigne à la troisième variable une cer- 
taine valeur particulière. 

La même chose se voit par la considération des sur- 
faces de niveau [r29]. Concevons, en effet, qu’on ait 
tracé dans l’espace une première surface de niveau 

2—= (x), (y) 
pour laquelle la fonction w ait une certaine valeur par- 
ticulière, telle que zéro : on aura, pour les points (x,7,2) 
qui appartiennent à cette surface, 

1 du du 1 du s 

pad gd 

pP,q désignant les valeurs de ie ) ce qui se tirent de 
dx dy 

l'équation (y). Les équations (c) et (ÿ) détermineront 

donc, pour les points en question, les valeurs des 


trois dérivées partielles _ _ . et, par suite, celle 
du radical 
RU (A à TEE 
dx dy dz 


Si maintenant on élève en chaque point de la surface 
(y) une normale à cette surface, et qu’on prenne sur 
chaque normale une longueur égale à la quantité très- 


: : Au 
petite du premier ordre p °n lracéra dans Pes- 


pace (aux quantités près du second ordre) une seconde 
surface de niveau, pour laquelle la fonction & aura la 
valeur Au [129, 151 et 238]. Par la continuation du 
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même procédé, on construira la fonction w, en cons- 
truisant la série de ses surfaces de niveau. 

578. Une équation aux différences partielles du se- 
cond ordre, entre la fonction z et les variables mdépen- 
dantes x,y, est, dans le cas le plus général, de la forme 

Fx, 7, 2p; 97, 4)==0, 

Admettons d’abord qu’elle se réduise à 

F(x, y, 3, p; q;r)=0: (4) 
si on la met sous la forme 

q—=$f(& »; 3pir) 

on s’en servira pour construire comme précédemment 
[575] la fonction z, après avoir assigné arbitrairement 
la valeur z—x, pour y—o. 

Mais si l’on résout la même équation (d) par rapport 
à r, et qu'elle devienne 


d°z 
dx? (C2 Ÿ58P) q); 


Pis 


on construira de proche en proche les valeurs de z pour 
ax, x=—2Âx, x—34x , etc., en se donnant arbitrai- 
rement les fonctions de y qui expriment les valeurs de 


d 
z et UD _ pour æ — 0. Car, soient dy et &y ces 
TL 


deux fonctions arbitraires, on aura : pour 4—0, 


à 4 
D = f(o, y, br, &r, d'r) = br, 


d’où, aux quantités près du second ordre, 
Ap=®y.Ax, p+Ap=wy+oby.Ax=G, r. 
D'ailleurs, les fonctions z et q, qui ont pour valeurs 4 y 
et d'y, quand x est nul, deviennent, pour 2—Ax, tou- 
jours au même degré d’approximation, 
2 4 Az y + plz = dy +dy.Ar—4 7, 
| q + Ag=Ÿir. 
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Maintenant, pour 4«—2Ax, la valeur de z est 


Vyr+S,ry.Az=t,7r; 
et, en continuant de proche en proche le même calcul, 
on déterminerait la série des valeurs de z. 

On voit donc que l'équation en æ#,7,z qui satisfait 
avectoute la généralité possible à équation (d), peut con- 
tenir une ou deux fonctions arbitraires, selon que ces 
fonctions arbitraires doivent être déterminées par des 
conditions relatives aux valeurs initiales de x, ou par 
des conditions relatives aux valeurs initiales de y. Ce 
fait d'analyse, qui a presque semblé paradoxal, la pre- 
mière fois qu’on en a fait la remarque sur l’équation 
r—q [551], s'explique done très-simplement par la na- 
ture des équations aux différences partielles. 

579. Admettons présentement que la dérivée s entre 
dans l'équation proposée qui aura la forme 

EOLUS DT AT 0 (e) 

S'il s’agit de construire la fonction, au moyen de sa 
valeur initiale z—vx, pour y —o, la substitution de 
cette valeur initiale donnera 


F(z 0,P7,%T, ga) LES A) O; (e) 


équation différentielle du premier ordre, d’où l’on peut 
tirer par l'intégration la valeur initiale de g en fonction 
de x. L'expression de cette valeur initiale dépend de la 
fonction arbitraire ox, et contient , en outre, une cons- 
tante arbitraire introduite par l'intégration; ce qui re- 
vient à dire que, pour la construction de la fonction z, il 
faut se donner, outre la fonction ox, la valeur numérique 
de q relative à y —0o et à x—0, ou à toute autre valeur 
particulière de x. Soit 9 —®(x,C) la valeur de 94 en 
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fonction de x et de la constante arbitraire C , obtenue 

s. / àS 9.7 È 
par l'intégration de l’équation (e) : on aura, pour y—Ay, 
aux quantités près du second ordre, 

2 9x + D(x,C). Ar = 9,æ. 

Pour ia même valeur de y, on aura 9 —®, (x, C,), C, dé- 
signant une nouvelle constante arbitraire, amenée par 
l'intégration de l’équation 


1 d 
F(z, AY; DT q; D,'Z, 4) ro 


et ainsi de suite. La série des constantes arbitraires 
C, G,,etc., peut être considérée comme une fonction 
arbitraire de y, qui doit être donnée, ainsi que la fonc- 
Uon ox, afin qu'on puisse construire la fonction z, 
assujettie à vérifier l'équation (e). 

Si lon donnait, pour æ4—o, les valeurs initiales 
2 y, p— y, on aurait en même temps 


d 7 AE 
pe == #0, Ÿ dy, Gy,ŸY, Sr), 


et l’on rentrerait dans le cas traité au n° précédent. 

Enfin, si la dérivée { entre dans l’équation proposée 
aussi bien que r, la symétrie se trouvera rétablie, et le 
mode de construction sera le même, soit qu’on résolve 
l'équation par rapport à r ou par rapport à £. 

Cette discussion s’étendrait aisément aux équations 
des ordres supérieurs, où le nombre des variables indé- 
pendantes serait quelconque. 

580. Il convient de remarquer que, si le temps est 
l’une des variables mdépendantes, c'est par rapport aux 
valeurs initiales de cette variable que doivent toujours 
être censées données les fonctions arbitraires exigées 
pour la construction de l'équation aux différences par- 
tielles. Par exemple, pour la construction de l'équation 
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du ’ d°u \ 
ee LOU a I 
dé dr? di 


où « désigne la température au bout du temps #, de 
la tranche d’une barre cylindrique qui correspond à 
l’abscisse x [562], il faut admettre qu’on donne la fonc- 
ton 4 —çox qui exprime Ja loi des températures de la 
barre, quand £ a une valeur déterminée, telle que 
zéro, Abstraction faite de la signification des lettres 


u, x, {, on pourrait sans doute construire la même équa- 
9 9 


du 


Hon en assignant les valeurs dé et Gé de u et de me 
41; 


pour une valeur déterminée de x, telle que x— 0 : mais 
il répugne que l’on ait pour données du problème les 
fonctions Ÿf et Gf; et, au contraire, la série des valeurs 
de « est essentiellement déterminée en vertu de léqua- 
tion (1), jointe à la condition initiale u—vwx. Ceci est 
une conséquence de l’attribut de la variable £ sur lequel 
nous avons maintes fois insisté, celui d’être indépen- 
dante par essence, et non en vertu d’une convention 
arbitraire. 

Les procédés exposés ci-dessus seraient sans doute 
presque inapplicables dans la pratique : mais cette expo- 
sition a pour but de faire comprendre ce que représente 
en soi une équation aux différences partielles, qu’elle 
comporte ou non une intégrale analytique. 

981. Tous ces procédés de construction arithmétique 
exigent que les dérivées conservent des valeurs finies. 
Soit, par exemple, l'équation i 


TT )rnga se, (2) 


qui appartient [254] aux surfaces de révolution autour 
d'un axe perpendiculaire au plan «y, et qui coupe l'axe 
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des y en un point dont la distance à l’origine est désignée 
par Jo : on mettra cette équation sous la forme 
TE) 2 
Ter L ? 
et, en supposant qu'on donne la valeur 
qu, (3) 
pour y—0o, on pourra appliquer le procédé de cons- 
truction du n° 595, mais pourvu qu'entre les limites 
de la construction x ne s’évanouisse pas, ce qui ren- 
drait infinie la valeur de g. Effectivement nous avons 
remarqué [256] que la courbe méridienne d’une surface 


de révolution autour d’un axe donné, n’est pas, en gé- 


S 
néral, déterminée dans toute l’étendue de son cours, 
parce qu’on donne Îa courbe d’intersection de la surface 
avec un plan tel que le plan 3; et que, par conséquent, 
la surface même ne l’est pas dans toute son étendue, 
D'après la direction que nous attribuons ici à l'axe de 
révolution, si l’on mène des plans parallèles au plan xy, 
par les points où la courbe (3) coupe l'axe des z, la 
portion de la surface de révolution comprise entre ces 
plans est la seule que détermine le système des équations 
(2) et (3). A la rigueur, la construction du n° 575 ne 
donne même pas toute cette portion de surface, mais 
_celle qui est comprise entre d’autres plans parallèles au 
plan xy, et aussi rapprochés qu’on le veut de ceux qui 
ont été menés par les points où la courbe (3) coupe 
l’axe des z. La solution de continuité, correspondant à 
+—=o, est là pour empêcher que la construction ne 
puisse s'étendre à des portions de surface qu’en effet les 
données de la construction, savoir les équations (2) et 
(3) , ne doivent pas déterminer. 
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LIVRE HUITIÈME. 


DIFFÉRENCES FINIES. 


CHAPITRE PREMIER. 


CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES ET DES INTÉGRALES 
AUX DIFFÉRENCES FINIES, POUR LES FONCTIONS EXPLI- 
CITES D'UNE SEULE VARIABLE. 


582. Nous avons, dès le commencement de ce Traité 
[ivre I, ch. IV], considéré les différences finies entre 
les valeurs que prend successivement une quantité va- 
riable, et nous les avons désignées par la caractéristique 
A placée devant la variable; nous avons opéré sur la 
série de ces différences comme sur la série primitive, en 
prenant les différences des termes consécutifs, de ma- 
nière à former des différences du second ordre désignées 
par la caractéristique A°, et ainsi de suite. Mais nous 
n'avions alors pour but que d'arriver à la théorie des 
différences infinitésimales des divers ordres, et de poser 
les principes du calcul différentiel, auquel se rattache 
tout ce que l’on connaît jusqu'ici de plus important 
dans la théorie des fonctions. Cependant il existe entre 
les différences finies des divers ordres et les variables 
dont elles dérivent, des relations qui méritent aussi 
d’être développées, et dont le développement donne 
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naissance à une autre branche de là théorie des fonc- 
tions que l’on nomme le Calcul des différences finies. 
Cest le sujet dont l'exposition sommaire terminera Île 
présent ouvrage. 
Désignons par 
Vos Vi Va Jay eee Va (7n) 
une série de valeurs de la quantité y, au nombre de 
R+ 1 : On aura ne 


Er +" TAN Tree ie Ériet es) A7, + 


. pe (a) 
Cette formule, où la valeur y, se trouve exprimée au 
moyen de la valeur initiale y, et de ses différences, jus- 
qu'à celle de l’ordre z inclusivement, peut s’écrire sym- 
boliquement 
Pi HA}, (a) 
ainsi qu'on l’a expliqué dans le n° cité. ; 
Réciproquement, la différence A" y, peut s'exprimer 
au moyen des termes de la série ( y,) : ainsi l’on trouve 
par des substitutions successives 


AVS VERTE À Yo—=T:— 2Yi-re AY = Y 3— 37 3 +370 elc. 
Toutes ces LE rentrent dans la formule 


EN 1 n(n—1\{n—92 
AY —=y,— Cf 7 je me RATE Pine) Fn—3 
D A ci PA Et Le (b) 


à laquelle s'applique sans difficulté le tour ordinaire de 
démonstration de proche en proche. Admettons en effet 
que la formule () subsiste pour l'indice 7 : on aura 


nr N\ 1—1 
NA ni dot te NA EU Le PS 
EUR n(n—1)\n—2) RE ns 
MAMA TE Ve .... a? Fe pe 7717 Vas Fos 
n+-1 n+1 7 n+1)a(n—1 
= Ÿ a+ 1 : Cet, ete Re etc. ; 
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en sorte que la formule subsistera encore pour lindice 
n+1. D'ailleurs elle peut s’écrire symboliquement 

APR (CHE Re (B) 
pourvu que l’on convienne de changer après le dévelop- 
pement les exposants de y en indices, et d'écrire y, au 
lieu de lPunité dans le dernier terme du développe- 
ment. 

983. Considérons > comme une fonction d’une autre 
variable æ, de manière que le passage de la variable x 
par les valeurs successives 

ND Da a le Le a ns (ze) 
entraîne Île passage de la fonction y par les valeurs 


correspondantes 


RENE D M NON EE MONO OM ARE ue 
le calcul des différences de la fonction y —=/fx, a pour 
objet d'exprimer ces différences en fonction des différen- 
ces de la variable x, d’après la forme assignée à la fonc- 
lion f. 

La supposition la plus simple qu’on puisse faire, con- 
siste à admettre que la variable x croît par intervalles 
égaux, en sorte que les séries (x,) et ( y,) deviennent 
Lots Arr Horn, LIT Ne JT, H RAT 3 
fx, f(x+Ax), f(x.+24x), f(x.+34x), .... f(xo+nA%). 

Dans cette hypothèse, rien n’empêche de prendre 
Ax — 1; car si l’on avait Ar—, À étant une constante 
différente de l’unité, il suffirait de poser x—x,+ th, 
pour que y devint fonction d’une nouvelle variable £, 
qui croît par intervalles égaux à l'unité. 

Si la variable x ne croissait pas par intervalles égaux, 
le calcul des différences de la fonction y ne deviendrait 
un problème déterminé qu'autant qu'on exprimerait la 
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loi suivant laquelle se succèdent les valeurs de la quan- 
tité x. Il faudrait donc que chaque terme x; de la sé- 
rie (x,) prit une valeur déterminée par cela seul qu'on 
assignerait la valeur numérique de l'indice #, ou qu'on 
eût x;,—f#. Mais alors y deviendrait aussi une fonction 
de #, dont on pourrait prendre les différences, en admet- 
tant que la variable dont elle dépend passe par la série 
des nombres naturels, et en conséquence croît par dif- 
férences constantes, égales à l'unité. 

Cette variable z, qui désigne l'indice ou le numéro 
d'ordre d’un terme, dans la série à laquelle il appar- 
tient, est donc la variable essentiellement indépendante, 
dont on peut concevoir que toutes les autres variables 
dépendent, et qui remplit ici (en vertu d’une analogie 
philosophiquement très-remarquable) le rôle que rem- 
plit la variable £ désignant le temps, dans la théorie 
des fluxions. x 

En général, une série de termes qui varient d'après 
une loi déterminée, est susceptible de se prolonger in- 
définiment dans deux sens, en avant et en arrière d’un 
terme pris arbitrairement pour origine ou pour point de 
départ. On devra donc, en général, concevoir que la 
variable z passe par la série des nombres entiers, tant 
positifs que négatifs, sauf à rejeter une portion de la 
série dans les applications à des questions parti- 
culières. 

584. La variable z, désignant un indice ou un nu- 
méro d'ordre, est essentiellement discontinue; mais les 
variables x, y peuvent représenter des grandeurs conti- 
nues; et, bien que le calcul des différences ne porte que 
sur des séries de valeurs séparées par des intervalles 
finis, les résultats du calcul doivent s’interpréter diffé- 
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remment, suivant qu'ils s'appliquent à des grandeurs 
essentiellement continues ou discontinues. 

Considérons en effet les deux séries 

se V3 V2 Pr Vo9 Nr 29 Vas eee Pig voue (c) 
ASS Ars Rp re, Anis ar ss NET) 
et pour simplifier, admettons que le {erme général de 
chacune d’elles soit donné immédiatement en fonction 
de l'indice z. Il est clair qu'on pourrait ajouter à 
chaque terme de la série (c) une constante arbitraire C, 
sans que cela amenât de changement dans la série (y), 
dérivée de la première. Réciproquement, étant donné le 
terme général Ay;, ou la série (-), si l’on peut trouver 
par un moyen quelconque une fonction y; qui ait Ay, 
pour différence du premier ordre, il faudra ajouter à y, 
une constante arbitraire C pour construire la série (c), 
sans lui rien ôter de la généralité qu’elle comporte. 

Par conséquent encore, la série (c) ne sera compléte- 
ment déterrninée au moyen de la série (y), qu’autant 
qu'on assignera la valeur numérique d’un terme de la 
première série, par exemple la valeur numérique du 
terme y... En ceci l’analogie des différences avec les dif- 
férentielles se soutient parfaitement. 

Supposons maintenant qu'il ne s'agisse plus seule. 
ment de construire des séries, mais que, les variables 
x et y désignant des grandeurs continues, on ait pour 
toutes les valeurs possibles de y et de x, 

y—=fx, Ay= f(r+4Ar)= fx—f(x,x+Ar): 0 (f 
on pourra remarquer que la fonction f ne changerait 
pas, non-seulement si l’on ajoutait à fx une constante 
arbitraire C, mais encore si l’on ajoutait à fr une fonc- 
tion périodique 

D(x,Ax) 
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qui reprend les mêmes valeurs chaque fois que x 
augmente de Ax, et qui d’ailleurs peut avoir une 
forme quelconque. Donc, par réciprocité, si la fonction 
fest donnée, et qu’on puisse trouver par un moyen 
quelconque une fonction f qui ait f pour différence, la 
fonction y sera encore indéterminée, non-seulement 
quant à sa valeur numérique, mais quant à sa forme. 

Pour construire, au moyen de l'équation (f), une 
courbe dont y est l’ordonnée, il faut concevoir que l’on 
ait préalablement tracé, d’une manière arbitraire, la 
portion de courbe MN (t2. 103), dont les points ex- 
trêmes ont pour abscisses OP—x,, OQ— x, + àx ; 
en s’assujettissant cependant à la condition que la diffé- 
rence HN des deux ordonnées extrêmes soit la valeur de 
Ay donnée par léquation (f) quand on y fait xx. 
La courbe sera déterminée alors dans tout le surplus 
de son cours : car, soit Op—x une abscisse quelconque 
comprise entre x, et t,+Ax, on prendra pq—=Ax, et 
la différence #7 des ordonnées prn, qn sera donnée en 
vertu de l'équation (f). Donc le tracé de Farc MN de- 
terminera, concurremment avec l'équation (f), le tracé 
de l'arc NN,, dont les points extrêmes ont pour ordon- 
nées «HAT, x,+-2A%; et comme la même construction 
peut être indéfiniment répétée, tant dans le sens des x 
positifs que dans le sens des x négatifs, le tracé de la 
courbe entière se trouvera déterminé. Bien entendu 
que ce tracé peut offrir des solutions de continuité d’un 
ordre quelconque. 

089. L'opération qui consiste à revenir du terme 
Ay; au terme y;, ou à construire la série (c) par le moyen 
de la série (y), est une sommation proprement dite. 
En effet, l’on à identiquement 
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Vi To + AP + AY; +AP: + eee HAT in 5 

en sorte que, par une simple addition algébrique, on 
construira la série (c) avec la série (), pourvu qu’on 
ait en outre le terme initial y, , qui tient lieu de la 
constante ou de la fonction arbitraire dont 1l vient d’être 
question , selon que y est une variable discontinue ou 
continue. 

De même qu’on emploie-le signe / pour indiquer une 
somme de différentielles, ou une intégrale proprement 
dite, on emploie le signe X pour indiquer une somme 
proprement dite, ou une entégrale aux différences 
finies. Les caractéristiques X, À sont inverses l’une de 
l'autre, et s’effacent réciproquement, comme les carac- 
téristiques /, d. Ainsi, de la formule précédente on tire 

DR EP PT EE RENTE, (d) 
ét le terme Xy, désigne alors la constante ou la fonction 
arbitraire amenée par l'intégration. 

En adoptant une-notation analogue à alle qu'on 
emploie maintenant pour les intégrales définies ordinai- 
res, On écrira 

Zy; — 27, = Er, 
et par suite 
Er, = Vo HV HP see Hi (e) 

Nous avons déjà employé, dans le cours de cet ouvrage, 
la caractéristique È comme signe de sommation ; et 
quelquefois la notation 

(2 

TA 
sert à désigner d’une manière abrégée la somme des 
valeurs de la fonction y, pour toutes les valeurs de 
l’indice £, — 1, jusqu'à #4, énclusivement. Ta 
formule (e) montre qu'il faut exclure de cette somme le 
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dernier terme y;, lorsqu'on prend la caractéristique X 
pour signe d’une intégrale aux différences finies. 

Dans le cas contraire, on lèvera toute ambiguïté en 
remplaçant X par S,et en écrivant 

Sr. 

L'opération dont le signe x est l'indice, peut se ré- 
péter indéfiniment, de même que l'opération inverse, 
indiquée par le signe A, et la répétition de l'opération 
s’'indique de la même manière par un exposant affecté à 
la caractéristique. Ainsi l’on tire de la formule (4) 

Dies 2 Mot De ce TE Va sit 2VE 0 

y, = y + ZYo + LV HET +... 4+2y,, , etc. 
Comme 2}, Zy,,...2y:, sont déterminés en fonction 
de Zy, par la formule (d), on voit que l’expression de 
>?y; renferme deux constantes ou fonctions arbitraires, 
savoir Z*y, et x7.. La valeur de Xy; dépend de ces 
deux quantités arbitraires, et en .outre d’une troisième 
quantité de même nature 5°y,. En général, l'intégrale 
inmdéfinie "y; dépend de 7 constantes ou fonctions ar- 
bitraires, selon la nature de la quantité y. 

586. En désignant par w, v, w,... des fonctions quel- 
conques d’une même variable, et par à une constante, 
on a évidemment 

Afu+v+w+....)—=Au+Ar+AmE...., 
Efu+o+w+....)—îu+Zo+ m4 ...., 
Avau—adu: Pnau = AEU 

Le procédé de l'intégration par parties [ 55 | s’appli- 
que aux intégrales ? comme aux intégrales ordinaires. 
Si l’on pose 

Z.uv—=vzu+"w, 


w désignant une fonction inconnue qu’il s’agit de déter- 
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miner, on aura, en prenant les differences des deux 
membres, 
uv — (v + Av)E(u + Au) — vËu + Aw, 
. d’où | 
id Am —— AvE(u +Au), 
et par;suite 
Z. uv— Eu — E[AvZ(u +Au)], 
ou bien, en écrivant w, au lieu de w#+-Au, 
Z. uv — Zu — X(AvXu, ). 
Le même calcul répété donnera 
ZE. uv — pÊu —AvEu, + Z(AvEu,), 
Z.up = plu — AvEu, + Aou, — E (AVE u;) , 
Z.up— vu — AVE u, + Au, — A? ns —+-- etc, 
On peut écrire cette dernière équation sous la forme 
S.uy — pÈu — Av(E'u+ Eu) 

+ A o(Eu+oE u+Eu)—Ap(Efu+3Eu+3Eu-pEu)+ etc. 
Le développement s’arrêtera lorsque les différences de 
la fonction », après un nombre suffisant de différentia- 
tions, deviendront constantes. 

587. Admettons que » —/x soit une fonction entière 
et rationnelle de x : cette fonction se composera d’une 
somme de termes de la forme Ax”, A désignant un 
nombre constant et 72 un nombre entier positif, de 
sorte que la differentiation des fonctions rationnelles 
entières se ramène à celle de la fonction » —x". 

Posons donc 

mo = AT NE (rh Ar)", etc: 
on aura, par la formule du binôme, en ordonnant sui- 


vant les puissances décroissantes de x, 


m(m— 


AYo=—= À ,.2x" — ma: Az + 1) ANAL +... (g) 


29. 
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dix 


Ay,=m (x + Ar)" Az + Dot Ag A+. 


et par suite, en ordonnant ne de la même manière, 
Ame A ie a" m(m—1) x" Ag Er RES K 
On trouverait de même 
A5.2"— m(m—1)(m—2) x" Az +4... 
et généralement 
Aî.a"—m (m—1)(m—2)...…. (RL) TI AD ER E 


AE pes AXE, à 
ce qui résulte d’ailleurs de ce que le rapport j= doit 


De HSnf: 4: trs 
se réduire à 7e quand on fait à la limite Ax —0. 
Donc on à 
A".a" —m(m—1)(m—2)..... Sarre Art, (4) 


et comme cette différence est constante, les différences 
des ordres supérieurs s’évanouissent. 
D'un autre côté la formule (b) donne 


A5, 2x" —|{x+nAx|" — . [x+-(2—71)Ax]" 
+ soie [x+(n—2)4x|" —....,%Hx., 


Si nous développons et ordonnons le second membre 
selon les Le de Ax, en posant, pour simplifier, 


LCR Eee = 2) 


x nos Xn) | (8 Eu UN: 


1.2.3 


il viendra 
m{m 


A 2 —N eat MN na 4 UD Nr rA7- 


.. + N,, Az” 


Mais on vient de voir que la moims haute puissance de 
Ax, dans le développement de A”.x", est Ax'; donc la 
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fonction N; est identiquement nulle pour toutes les va- 
leurs de z inférieures à 7. 

On a aussi, d’après la formule (2), 


A2" —n(n—1)(n—2)....... J-2 M ES 
et par conséquent 
N,—=n(n—1)(n—2)...... SÉTUL. 
988. Soit ” 
Y—=2x(x—Ax)(x—24x)..... [æ—(m—1)Ax] : 
il viendra ), 
Ay=x(x—Ax)(x—2Ax)..... [x—(m—2)Ax].mAx , 

d’où il est facile de conclure 
Vy=ax(x—Ax)(x—2Âx)..... 
ses tin [x—(m—3)Ax].m(m—1)Ax , 


et plus généralement 


A'y=x(x—Ax) (x—2Ax).….[aæ—(m—i—1)Ax].m(m—:).…… 


Il y a donc une analogie remarquable entre la formule 

qui donne la différentielle de la puissance x”, et celle 

qui donne la différence de la factorielle [417] composée 

de 77 facteurs, quand les facteurs consécutifs ont pour 

différence Ax, et quand le premier facteur est x. 
Si l’on posait 


J—=x(x+Ax) (æ+2Ax)...... [x+(—1)Ax] , 
on trouverait de même 
Ay={(x+Ax)(x+2Ax) ..... [æ+(nm—1)Ax].mAx , (i) 


et par suite 
A'y=(x+iAr)|x+(i+r)Ax]....[x(m—1)Ax]m(m—31).…. 
.. (m—i+1)Ant . 
Soit enfin 


I 
7 at An a todr). (a tim DA 
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il viendra 
m Âx 
_ a(x+Ar)(x+2Ar). ....(x+mAx) 
m(m-1) (m+2).....(m+i—1r).Ax 
les signes Æ et — correspondant respectivement à z 
pair et à & impair. 


Av (7) 


N'y 


589. Les fonctions exponentielles et circulaires se 
prêtent d’une manière fort simple à l’opération indiquée 
par le signe A. On a immédiatement 


Aa a*(alr— 1), Mar = a(alt—1) ,... 


Mat = a(anx— 1), (4) 
et, par les premières formules de la trigonométrie, 
À sin x — 2sin ÿ A. cos (x +1 Ax), (D) 
À cos x ——25sin + Ax. sin(x+3Ax).| ù 
On en conclut 
À sin x — — 4 sin° + Ax.sin (x+4-Ax), 
À° cos x— — 4 sin 1Ax.cos(x+Ax), 


et plus généralement 
Mt sin æ— Æ 2’#sin’! Az . sin (x +éAxr), 
A cos x — Æ 2? sint1 Az. cos (x-1-Ax), 


TE HER ET 241 
AVE sin z=+ 22 +: sin+" Ar. cos (a+ az) - 
2 2 


; RE RRQ LA : 21-71 
Ai cost ot: sin2i+1 = Az.sin (a+ ax) : 
2 2 


On doit prendre le signe supérieur ou le signe infé- 
rieur, selon que £ est pair ou impair. 

990. Les intégrales (aux différences finies) des fonc- 
tions en petit nombre sur lesquelles peut s'effectuer 
l'opération indiquée par le signe x, s’obtiennent par le 
renversement des formules de différentiation établies 
ci-dessus. Considérons d’abord la fonction x”: la for- 
mule (g) donnera , après qu’on y aura remplacé 72 par 
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m1, | 
m LL m (re +1)" M —1 2 
À LMI (mn +1 )x Ar x AÂx 


L Ceti)m(mr) 


am—2Ax$ +- etc. , 
1.2.3 


d’où 
“hat (708 MAD ZA x + se oi ami Ax? 


PRE PARUS EE 


1.2.3 
et enfin 
L'ns mÂx eee —1) 
CPR MI — 1 2 Mm—2 etc. 
se (te Mia UN .2,3 D 


Si l’on fait successivement Fa cette formule 77—0, 
1, 2, ),etc,, (oh troures 


Sr RES | 
Âx 
1, 2 I 
D me ad re ed ie 
HET TU UIPE 
TU I 
Lip se ne é A X 
ss 3 Ax PQ EUR nds 
DA TÉOINAL pe ; ) (m) 
rt Ne ANRT ET UE 
L) 
Bei pe — ai Sa AT — var : 
Lun æ Aa An 
me OMG ONE T ee 
etc. ] 


Chaque intégrale doit d’ailleurs être complétée par une 
constante ou par une fonction périodique arbitraire, 
ainsi qu'on l’a expliqué [584]. On obtient par ces for- 
mules l'intégrale aux différences de toute fonction algé- 
brique, rationnelle et entière. 

On ne verrait pas facilement sur ce tableau la loi 
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que suivent les termes successifs du développement de 
Ex" : nous reviendrons sur ce point, par des considé- 
rations plus générales, dans le chapitre suivant. 


On tire des formules (£), (7), (#), (7) 


5) Lx (x + Ax)(x + 24x%)....[x+(m— 1)Ax] | 
CE (x—Ax)x(x+Ax)....[æ+(m—r)Ax] | +, (2) 
s. x(x+Ax)(x + 2Ax)....[x+(m—x1)Ax] tr 


nc rt) 0) 


ES TE TE TIRE SUN (g) 
sal A 
enr 2 
(r) 
S sin (51 Az) 
COST PP + ©, 
2 sin + ÀÂx 


& désignant la constante ou je fonction bériodique ar- 
bitraire. 

591. Les formules du précédent n° s'appliquent na- 
turellement à la sommation des séries. Suivant la no- 
tation indiquée [585], désignons par S;, la somme des 
termes de la série dont le terme général est y;, cette 
somme Hbienant les termes extrêmes J'io s Vis de ma- 
nière qu’ on ait 


S; ia =>, Yity:, ou S. Ja > Ji : 
les ne (n) D rOL d’abord 


Siet tr +0 "1103 His His sé, 

ST it a Oh 0 HR SLI ve NO SES 
3 2 210 

SLT T2 "F0. +... AD LR LE 
Â 2 2 14 


etc. 


DIFFÉRENCES FINIES. 457 


On sait que les séries des nombres figures commen- 
cent par l’unité, comme les précédentes , et ont pour 
termes généraux 


si A Us où à i(itr)(ito) 
— y ——"<{, <——-;———— , etc. : 
I 1.2 1.2.3 


on peut donc appliquer la formule (n) à la sommation 
de ces séries, et il vient 


14-24-34 4+-.. Lt : 
14-3+4-6+4-10+-.... Hot RPC 2 (AE 2) 

12 1,240 
1+-4+10+20+... VA tt 55) Nu ae 7 


LES S en 1.2.3.4 
etc. ; 
en sorte que la somme de l’une quelconque de ces séries 
est le terme général de la série de l’ordre immédiate- 
ment supérieur : relation bien connue, et qui peut être 
prise pour la définition des nombres figurés. 
, . 72 e ë ° V4 / L. 
Les séries réciproques qui ont pour termes généraux 
I 1.2 1000 
22 TT OS PRE EN ET HONTE TES 
Ê ir) wii) (242) 
se somment au moyen de la formule (p), à l'exception 
de la première, pour laquelle la formule fait défaut, à 
cause d’un facteur qui s’évanouit au dénominateur. On 
trouve FES les autres 


, etc. 


ae SFr VE 
++ 6 CE TNETU 
DS 3 s) 


LR I 
IH + — ht... + 
ÀÂ 10 20 


etc. 


té TENUE 1)(+4-2) ? 


Si l’on fait + , on a +, +, etc, pour les sommes des 
séries prolongées à l'infini. 
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De la formule (g) l’on tire 
.. dt a 
a+ ++... +a= ————, 
G—1I 
? \ G 4 k 11 7 e e 

c'est-à-dire, la règle élémentaire pour la sommation des 
progressions géométriques. 

Faisons dans les formules (r) x—p+1q , Ax=g : elles 
donneront 


i Sos (pig —5q)— cos(p— 39) 
À, sin (p+iq) — ne 
nn — Sn(p+ig—3g)—sin(p—39) 
2, ARTE 2 sing f 


et par suite [406 et 423] 
i 2 COs(p + iq +5q)—cos(p—>+ 

Sisin(p-+ég)=— PARA ET) RP ET : 

2 


i . à  sim(p+-ig +lq)—sim(p—1{g) 
S' cos(p+ig)= (Pig Nr (P— ag. 


SAVE VA LELUA BAR LAS VE AVS VER VUE LA LR LR LR LEVEL LE VBA LVL VE URL AURAS LVERVUE LAS VALEUR US LATVA LAS ER 


* CHAPITRE IT. 


—æt——- 


FORMULE D'EULER, POUR L'ÉVALUATION DES SOMMES PAR 
LES INTÉGRALES ORDINAIRES ET DES INTÉGRALES PAR 
LES SOMMES. — APPLICATION À LA FORMULE DE STIR- 
LING.— DE L'INTERPOLATION. 


e r . . 
$1°°. Formule d’Euler pour l'évaluation des sommes par les intégrales 
ordinaires et des intégrales par les sommes. 


992. La formule de Taylor donne 


À Ax° 
ARE Ne DU AR ie Ale: 
ne 1.2 KL OUR 
d’où CE 
A n 
A ne a SFR ISEUT A Mie ; 
1 1.2 12% 
et, en OS ft, 
Az? Ar 
fade =. 3fx SL 3fr+ 3 - fa etc. : 
ou bien 
Az? 
2u— grade. Ds RP CES 3: 2f'x— etc. (a) 
Mais, par la même raison, 
= Li SRI Azx i Ax ne 
fan. fx ——.2f es Zf Re) 
RE Ax AÂx° 
SP tn CNRS TETE IV p — A 
d nie RE SE PEL RER RAA mm € 


ce qui permet d'éliminer de la série (a) les intégrales 
2 fx, Ef'x, etc. On fera l'élimination à la manière ordi- 
naire, en combinant par voie d’addition les équations 
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(a), (a), (a”), etc., après avoir multiplié tous les termes 
de (a4’) par le facteur À, Ax, tous les termes de (a4”) par 
le facteur AÀ,Ax°, et ainsi de suite; puis en égalant à zéro 
les multiplicateurs des intégrales qu'il s’agit d'éliminer. 
Ce calcul donne 


D af Jar + À, fx + A,Ax f'x+ A, fx 
+ A, Az fx + etc. : (1) 
les coefficients numériques A, étant déterminés de pro- 
che en proche, indépendamment de la forme de la fonc- 


tion /, par le système des équations suivantes 
I 


I 
PES 0 À 1.2 AE To 

A A I À 
PA CORRE RES AMEL D (À) 
AC RO 1.2.3.4 4 
ANA ua. Ao RU eu ul RP AE 
re ra or EL Fe EN Ne. 


Prenons fx —e* :3l viendra 
e? ÿ 


eMÆ— + , fee fx er 
‘équation (1) nous donnera , après la suppression du 
facteur commun e*, 
BUS, ct +- À, + À Ax + À,Azx* + A,Ax$ + etc. ; 
er Ar ; 
d’où il suit que le coefficient A; est celui qui multiplie 


a dans le développement de la fonction 
I I 
me (a) 
EX — TI œ 
suivant les puissances entières et pos de «. 


Se 


En remettant pour A, sa valeur —*, on a 
I I I 


À à +- À,0° A. —- etc. — 


CS — 1] œ 2 
a œ 


“+1 I AE LA AE 


ÉCNS EU 
2\ET eue 
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Or, le dernier membre de cette équation est évidemment 
une fonction impaire de x : donc, dans la série qui est 
le développement de cette fonction impaire, les coeffi- 
cients des puissances paires de « doivent disparaître. 
Donc, pour toutes les valeurs paires de l’indice z, autres 
que zéro , le coefficient A; est nul. 

Si l’on effectuait le développement dont il vient d’être 
question, on obtiendrait l’éxpression de À; en fonction 
immédiate de l'indice z£ : mais nous n'insisterons pas sur 
ce calcul compliqué, quoique ‘élégant; les coefficients 
A; pouvant être commodément calculés de proche en 
proche au moyen des équations (A) dont la loi est évi- 
dente. 

Comme les coefficients À,;,, sont alternativement po- 
sitifs et négatifs, nous mettrons l'équation (1) sous la 
forme 


1 
2 fenC+ pe [fade "fe A Az. f'x — Ada. fx 
x 
+ AA . fx —etc., (2) 
( désignant la constante arbitraire qu'entrainent les 


signes d'intégration indéfinie X et /. Alors les lettres 
A::,, représenteront toutes des nombres positifs. 


593. Si l'on pose 
Hire 1.2.3 et (2 DNA 


la suite des nombres B,;,, est celle des nombres de Ber- 
noulli, ainsi appelés parce que Jacques Bernoulli les a 
signalés le premier à l'attention des analystes. Cette suite 
de nombres revient souvent dans les développements en 
séries, et jouit de propriétés curieuses par rapport aux 
sommes des puissances, tant directes qu'inverses, des 
nombres naturels. Prenons, par exemple, fx—x" : l’'é- 
quation (2) nous donnera 
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LM: I mAx 
Per rene Pa N cols ErT 
4h m{m—1)(m—2)Ax ROPLAST. 
Bh2:9:%4 ? 
ce qui met en évidence la loi des formules (72) du n° 
590. 
La suite 


À, — À, + À; — À, etc. 
est convergente, mais la suite 
B.— B, + B;— B, + etc. 
ne l’est pas : les nombres B,;,, croissant au delà de 


toute limite. Voici les valeurs: des premiers termes de 
cette suite, exprimées en fractions ordinaires et déci- 


males : 
à * —0,166666. Palin > 20070 7028 
B 1e 033333... LB Ep È=0a63rr3. Me 
Br —0;, 0238090 Bu Z —1,166666...., 
Bliss Sn3933 1 Boni us uGn560 D. steel 
30 D10 


594. Admettons que l'intervalle x—x, soit un f“ul- 
tiple exact de la différence Ax : on tire de l'équation (2), 
en passant des intégrales indéfinies aux intégrales dé- 
finies , 


> f. 7 fred — (fa — fa) + A; Ax(f'x— f'x,) 


2. ne CP — fx) +A Aa fa f'x.)— ete. (3) 
La formule (2), communément attribuée à Euler, et dé- 
signée par le nom de ce géomètre, ou la formule (3) 
qui en est une transformation, comportent une double 
application, selon que l’intégr ae bcr est ou n'est pas 
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susceptible de s'exprimer en fonction de x sous forme 
finie. Dans le premier cas, il arrivera le plus souvent 
que l'intégrale Ÿ?, fx ne rentrant pas dans la catégorie 
de celles auxquelles s’appliquent les procédés d’intégra- 
tion indiqués ci-dessus, on n’en pourrait obtenir la va- 
leur exacte que par une sommation effective, opération 
laborieuse et souvent impraticable, si la différence 4—x 
contient un très-grand nombre de fois la différence Ax. 
On regardera, dans ce cas, le terme 


Re fxdx 


comme une valeur approchée de l'intégrale Ÿ%, fx, et la 
correction qu'il faut apporter à cette valeur approchée 
sera donnée en série par la formule (3). Si, au contraire, 
on ne peut pas obtenir en fonction de x l'intégrale in- 
définie //dx, et qu'il s'agisse de calculer par approxi- 
mation la valeur de l'intégrale définie 


[fau 


on partagera l'intervalle x—x, en parties égales Ax, 
assez petites pour que le produit 


Ax >" fe 


fournisse une valeur approchée de l'intégrale cherchée ; 
T 


o 


+ TX — 
de manière pourtant que la grandeur du nombre NE 
TL 


ne rende pas trop laborieuse la sommation arithmétique 
par laquelle on obtient 7, fx. La correction que doit 
subir cette valeur approchée sera encore donnée en 
série par l'équation (3) qui remplit ainsi le double office 
d’une formule de sommation et d’une formule de qua- 
drature. 
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Si nous substituons le signe $S au signe X, selon la 
notation convenue [585], nous aurons, au lieu des for- 


mules (2) et (3), 


S fx —=0Q + fret uh = fa + A Arfa —AAnf"z 
+ AA. f'xæ— etc., (4) 
fe f feet (fe fa) + Aa fe fa) 
AA f la fx) + Aa (f'x— f'x)—etc. (6) 

595. Toutefois, pour légitimer , en général, l'emploi 
de ces séries qui ne sont pas toujours convergentes, il 
est indispensable de pouvoir assigner des limites à 
l'erreur que l’on commet en arrêtant la série à un 
. terme de rang quelconque [25]. Or, M. Poisson a donné 
une méthode par laquelle, en même temps qu’on obtient 
la série d’'Euler, on trouve l'expression en intégrale dé- 
finie du reste de la série, et par suite la limite du reste. 
L'importance du suiet nous fait une loi d'indiquer ce 
perfectionnement essentiel, apporté à une formule fon- 
damentale de lanalyse. 

Admettons, pour la simplicité des calculs, que les 
limites des intégrales dans la formule d’Euler soient 
égales numériquement et de signes contraires, ce qu’on. 
peut toujours obtenir en changeant l’origine de la va- 
riable, et reprenons la formule (77) du n° 433 

Torre 1 fa œ AE) 
reel re “ fe pb co EE Eds (7) 
qui subsiste pour toutes Îles valeurs de æ comprises 
entre les limites des intégrales. Aux limites mêmes on a 
a a heit 
af dE 4 SEE 1h à 5, cop D ] EE. (8) 


Posons 4—nAx, et donnons successivement à x les 
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2n—1 valeurs équidifférentes 
—(n—1)Ax ,—(n—2)Ax, .…..—Ax,o, Âr,34x, …..(n—1)Ax, 
pour lesquelles l'équation (7) subsiste : en prenant la 
somme des valeurs correspondantes de fx, et ajoutant 


la demi-somme des valeurs de fx, relatives à x—=Æ 4, 
on à 


ne 5" pets fa fa) = at f(—e) 
ps _ fe du fardx + = Te ’ x pos Rene 


Nous avons remplacé £ par x sous les signes d’inté- 


gration, ce qui peut se faire maintenant sans équivoque, 


et nous avons posé, pour abréger, : 


QT 34 


ÊT: TT (a— 1 ir 
P—=1+#+2C0S—+2cC0s — + 2C0S + .,.,+#2COs——"— : 
n rm ñn 


7è 


La quantité pP se réduit à 272 — 1 toutes les fois que £ 
est un multiple de 22. On a d’ailleurs 
ÎT (a— ét 
P COS ——p + COS ÊT — COS —— , 
ñ n 


d'où l’on tire p—— cos #x, pour toutes les autres valeurs 
de ë. Cela posé, on prendra la somme X* en admettant 
d’abord que cette valeur dep ait lieu sans exception : on 
fera ensuite an, et l’on prendra une seconde somme 
3, , relative à 7, en faisant dans le cours de cette autre 
sommation 


pP—=2nR—1+4-cos oÙnT — on . 

La série périodique, contenue sous le signe /, sera la 
somme de ces deux séries partielles, et à cause de l’équa- 
tion 

ITA ir(a—2) 


COS IT COS —— == COS : 
nAx 


on conclura de cette remarque 


T. II. 30 
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>" CO 


js —+) œ 2Tx 


+ 2n À. 


ZX, p co 


se se 


En conséquence, l'équation (9) donne 
a I FF AN 
effet lai fo = Etat fa) 


+) f JE xd. 7 [Fo] rte 
nr à COS eu faxdx : 


ou bien, en vertu de l'équation (8), 
ne [3° Jets fe Efte) ]= fl” fade 


eu We. [7 co fe dx . 


Rien ne s'oppose maintenant à ce qu'on remplace ?” par z, 
et à ce qu'on change l’origine de la variable x ou la 
forme de la fonction jf, de manière que les limites des 
intégrales soient quelconques. Ainsi, nous écrirons 


Dr fs: ss | rar. (10) 


Posons 


I I 
I LT + FAR etc. de o ( 27)" A ? (x 1) 


et prenons garde qu'aux limites de l'intégrale, pour les- 
quelles la valeur de la variable x est supposée un mul- 
tiple exact de Ax, on a 


le procédé de lintégration par parties donnera 
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x 10 ba cos” fade — ae (fa f LS 
+ AA f Pas Lo). “ares AM Ve ne et 2 ER) 


Ax æ I 2irX 
À (2n) 
+) fi [> = cos en 2 xx . (12) 


/ 

596. En rapprochant les ga (10) et (12), nous 
retrouvons la formule d'Euler telle que la donne l’équa- 
tion (3); et de plus nous obtenons en intégrale définie 
la valeur du reste négligé quand on arrête la série à un 
terme de rang quelconque. Les coefficients A,, À;, etc., 
définis par l'équation (11), ne peuvent être autres que 
les coefficients donnés par les équations (A), ou par le 
développement de la fonction (x), suivant les puissances 
de «. Ainsi, l'équation (11) exprime une propriété très- 
remarquable des coefficients À, ou des nombres de 
Bernoulli qui s’en déduisent. 

À cause de l’équation (11) on a évidemment 


æ I ATX I 
V 2 2n 
RE es ; (27) ARR 


Désignons de plus par à, la plus haute valeur numé- 
rique que puisse acquérir la fonction fx entre les 
limites de lintégrale : on aura, abstraction faite des 


signes, 
ne =) ie COS ; 008 | 700 ad 


< ,( 4% %) “ee à Are 


S'il s’agit d'appliquer la formule d'Euler à une quadra- 
ture, on pourra toujours prendre Ax assez petit pour 
que la limite supérieure du reste R, tombe au-dessous 
de toute grandeur donnée. Si la même formule est 
appliquée à l’évaluation d'une somme ou d’une inté- 
grale aux différences finies, la différence Ax étant don- 


50. 
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née, il pourra se faire que la valeur de R, n’aille pas en 
décroissant indéfiniment pour des valeurs indéfiniment 
croissantes de l'indice À? : ce qui n’empêchera pas de 
aire usage de la formule, quand la limite supérieure de 
R,, pour une valeur convenable de lindice x, sera de 
l’ordre des quantités négligeables. 
Lorsque la fonction fx conserve le même signe 
dans toute l'étendue de l'intégration, on a aussi, abstrac- 
tion faite du signe, 


T 
R, < A Aa" | fe xdr, 
To 


ou 
R, CH AGE Az? (er x fOr-)% ) 4 


2 
c’est-à-dire, que le reste négligé est numériquement plus 
petit que le dernier terme conserve. 

La formule d'Euler se trouve en défaut quand les 
différentielles impaires de fx s'évanouissent, ou, plus 
généralement, sont égales aux deux limites de l'inté- 
grale : le second membre de l'équation (10) cesse alors 
de pouvoir se developper en série procédant suivant les 
puissances ascendantes de Ax. 

597. En général, lorsque la fonction fx conserve le 
même signe dans toute l'étendue de lintégration, on 
peut prendre Âx assez petit pour que la valeur numé- 
rique du rapport 


[. ; br cos | fadx : de | fadz (13) 


tombe au-dessous de toute grandeur assignée, à cause 
des changements de signe qu’éprouve le facteur de /xdx 
dans la première intégrale. Si, en outre, Ax est une 
quantité négligeable comparativement à la distance 
x—x, des limites des intégrales, il est permis de né- 
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eliger , non-seulement la première intégrale (15) vis-à- 
vis de la seconde, mais encore les termes Ax(:fx—<fx,) 
vis-à-vis de Ax Ÿ° fx, et l’on a 


LI fx— À Vide 


de sorte que , relativement à nos moyens d’expérimen- 
tation et de mesure, les choses se passent comme si un 
système de parties discontinues se transformait en un 
tout continu. C’est en vertu de ce principe que, s'il s’agit, 
par exemple, d'évaluer lattraction d’un corps sur un 
autre, on considère les deux corps comme des masses 
continues, en faisant abstraction des pores ou interstices 
dont l'existence est mise hors de doute par une foule 
de phénomènes, mais dont les dimensions sont inappré- 
ciables pour nous. On admet que la masse des particules 
groupées dans un espace de dimensions inappréciables, 
et qui pourtant peut contenir un grand nombre de par- 
ticules, se trouve uniformément répartie dans tout cet 
espace; et l'erreur commise doit être, par rapport à la 
grandeur mesurée, du même ordre que les dimensions 
du volume élémentaire par rapport aux dimensions des 
corps observés ; c’est-à-dire , que l’erreur est inappré- 
ciable par nos moyens de mesure. 
_ Aucontraire, lorsque la fonction fx change de signe 
dans l’étendue de l'intégration, les deux termes du rap- 
port (13) peuvent avoir des grandeurs comparables, 
malgré la petitesse de Ax. M. Poisson a üré de cette 
remarque une explication ingénieuse de quelques-unes 
des lois auxquelles paraît soumise la constitution molé- 
culaire des corps. 

En exposant, au commencement de ce ‘Traité, les 
principes du calcul infinitésimal, nous avions pour 
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tâche de faire bien comprendre comment l’on est parti 
de la notion des variations discontinues pour adapter 
le calcul aux variations continues qui se manifestent 
ou semblent se manifester dans la plupart des phéno- 
mènes naturels. Ce qui précède contient Pindication 
d'un procédé inverse, par lequel on introduit, pour la 
commodité du calcul, une continuité fictive dans des 
variations effectivement discontinues. Ce procédé trouve 
surtout son application à propos de l'évaluation des 
rapports de grands nombres, évaluation qui revient sans 
cesse dans la théorie des combinaisons et des chances, 
et pour laquelle on fait un usage continuel d’une formule 
due à Stirling, qui se déduit de celle d’Euler établie ci- 
dessus, comme nous allons le montrer dans le para- 
graphe suivant. | 


$ 2. Application à la formule de Stirling. 


598. Proposons-nous d'appliquer la formule d’'Euler 

à l'évaluation de la somme des logarithmes des nombres 

entiers , depuis 1 jusqu’à x inclusivement : nous aurons 
ad | 0 À logxdx — x log x —x + const., 


1/429/4 


I 1.2 

vy #41 ee = ‘Y 

Z—=— Fm RE 0 mm Ne ANT AUS EP 
si æ? J x° ? J PTT 
En conséquence , la formule (4) donnera 

I B 
log [ 1.2.3....x) = C+ rlogx—x+-logx+ — 
gl ) ô 2 22 


B B, B 
è ; = 4 ietc. (x4) 


LA. 26: NI ORe 


Nous en déduirons, en remplaçant x par 2+, 
I B 
log{r.2.3...(22—1)2x]—C+2xlog22-2x+ RE Pr ie 
2 % 


Mais on a identiquement à 
tone (2x — 1) DIRES 2 At 2 08 RER A Ms AL: D 1e (2x — Ï } 
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et par conséquent , 

log (1.2.3...) + log [r.3.5..... (2x — 1 )] 
—= C+ x log 2 +ozlog æ — 22 +2 log 2x + ie etc. 
En combinant, par voie de soustraction, l'équation (14) 
avec celle-ci, nous obtiendrons cette formule où n'entre 
plus la constante C, 


B 
log[1.3.5...(2x—1 De oge+aloge-e 7 etc. (15) 


On a, d'autre part, 
(ti2494. 420 


ns — 2.2.4.4.6.6.....(2x—2)(2x — 2)2x, 


[x.3.5...(22—1)l—1.3.3.5.5.7..…(ax—3)(27—1)(27—1); 
et en combinant ces équations avec les formules (14) et 
(15), d’après les règles du calcul logarithmique, on 
trouvera sans difficulté 

lo jte pee 


1.3.3.5.0.7eu(22 —3(22—1)227— Did de. 


Maintenant, quand on fait converger x vers linfini, 
le premier membre de léquation, d’après le théorème 


* 4 F 
de Wallis [404], converge vers la limite log 5) tandis 


que le second membre se réduit, pour x— , à 2 C— 
2 log 2, d’où l’on conclut C— log. L/2r, et par suite 
log(r.2.3.....x) —1l0g Var + x log x — x + Ilog x 

B 7 
Ds H sos zen Née (16) 
Faisons dans cêtte équation x— 1000, multiplions 
par le module des tables [64] les termes non affectés 
du signe log, afin que la somme se rapporte à des lo- 


garithmes tabulaires, et arrêtons la série au terme 
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qui a pour coefficient B; : nous trouverons 


log. vulg.(1.2.3....1000)— 2567,6046442221328 .….…., 


valeur exacte jusqu’à la treizième décimale. Si l’on pre- 
nait 4—10, et qu'on poussât jusqu’au terme affecté du 
coefficient B,;, on trouverait une valeur exacte jusqu’à 
la vingtième décimale (*). 

Ce calcul nous apprend que le nombre 1.2.3...1000, 
exprimé dans notre système de numération, a 2568 
chiffres, dont les quatre premiers sur la gauche sont 
4023 ; de sorte qu'il se trouve compris entre 

AO2 ALTO lé 4022 TONRE 

Dans la théorie des chances, on a précisément à assi- 
gner les rapports de très-grands nombres que les règles 
de l'analyse combinatoire donnent sous forme de fac- 
torielles, et dont le calcul arithmétique serait tout à fait 
impraticable. Or, pour assigner ces rapports avec une 
approximatiou suffisante, comparable à celle que com- 
porte la détermination des constantes empiriques, il 
suffit évidemment de déterminer pour chaque terme du 
rapport, comme on vient de le faire pour la factorielle 
1.2.3...1000 , la caractéristique de son logarithme et 
les premiers chiffres de la partie décimale. 

599. Si l’on faisait dans l'équation (14)x—1, on en 
tirerait 


B B B 
CES B; ? + ——— 


UT ARE Te im 
1.2 1 03400 0.0 7:90 00010 MT PTE 


ou bien, par la substitution des valeurs trouvées [503] 


etc. , 


pour les nombres de Bernoulli, 


{'} Voyez l'introduction placée en tête de l’opuscule intitulé : 
Tabularum ad faciliorem et breviorem probabilitatis computationem 
utilium enneas, par Degen. Copenhague, 1824. 
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C—1—0,08333....+0,00275....—0,00079....+0,00059... 
—0,00084....+-0,00209....— etc. ; 


ce qui suffit pour manifester la divergence de la série, 
et pour montrer qu’elle ne peut servir à déterminer la 
valeur de la constante C. 


La série qui procède suivant les puissances impaires 
et négatives de x, dans les équations (14) et (15), est 
pareillement divergente; mais quand on prend pour x 
le nombre 1000, le terme affecté de B, n’influe déjà 
plus que sur les décimales d’un ordre supérieur au 11°; 
et il faudrait embrasser un nombre immense de termes 
pour que la divergence de cette série se manifestät, par 
suite de laccroissement progressif des coefficients B. Si 
lon prenait seulement x — 10, le terme affecté de B; 
serait moindre qu'une unité décimale du 8° ordre; et le 
nombre de termes qu’il faudrait embrasser, pour rendre 
sensible la divergence de la série, serait encore trop 
grand pour qu'on pêt, dans la pratique, en effectuer le 
calcul. 


Cependant il suffit que la série finisse par diverger 
pour qu'on ne puisse, en l'employant, attribuer aux 
calculs une rigueur mathématique, que sous la condition 
d’assigner une limite au reste négligé [25]. Or, cette li- 
mite, dans le cas particulier, se déduit avec une grande 
simplicité de celle que M. Poisson a assignée au reste 
de la série d’Euler. Il faut seulement, pour obtenir des 
limites assez resserrées, changer l’origine de la som- 
mation. Ainsi, nous pourrons décomposer la somme 
S? log x en S® log x Æ S* log x, et rien n’em- 
pêchera de calculer directement la constante S'° log x 
avec toute lPexactitude désirable. On aura ensuite 
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ZT 
S. log x — xlog x —x+1—r1log8 ri 


BL (= =) Bone ) + etc 
1.2 = +3 112 2 mn | 


Quand on arrête la série au terme affecté de B;, le 

reste négligé tombe, d’après c 1 précède, au-dessous 
olig , d’après ce qui précède, a 

d’une unité décimale du 8° ordre, quelle que soit la 

valeur x assignée à la limite supérieure de l'intégrale. 

Au surplus, M. Liouville a mis le reste de la série 

(16), arrêtée au terme affecté de B,;_,, sous la forme 


MADOLPANEE 00 h —ax ,,2ù ((2i+2) d 
. “ af (8x) da, 


œ 


fx désignant la fonction [bg2], et 4 un nombre 


EE 1 
compris entre zéro et l’unité (*). Si donc l’on représente 
par k:4, le maximum numérique de la fonction fE+°4, 
entre les limites 0, , le reste négligé sera numérique- 
ment plus petit que 


rit s ARE Lit 
Pre) k eu ot da — ET EE s 
Quand on ne conserve dans la série (16) que les termes 
indépendants des coefficients B, ce calcul donne pour 
l'expression du reste négligé 
2 
ri et fv (6œ) da ; 
1.2), 
et la valeur maximum de la fonction 
Line [(a— 2) et + x + 2] 
Sr (ei) 


est, comme M. Liouville le fait voir, f"(o) —;—=B,. 


f//u 


Dans ce cas, par conséquent, le reste négligé tombe au- 


B : 
dessous de —; et si x est de l’ordre des mille, le reste 
21 


7 


(*) Journal de mathématiques, tom. IV, pag. 317. 
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est moindre qu’une unité décimale du 4° ordre. Ce 
calcul, où l’on met à profit la détermination exacte de 
la constante C, a donc, sur celui que nous avons in- 
diqué, lavantage d’atténuer la valeur assignée à la 
limite du reste négligé, quand on supprime dans la 
formule de Stirling tous les termes où entrent les 
nombres de Bernoulli. Mais, pour que cette suppres- 
sion soit permise, il faut que x désigne un grand nom- 
bre , au moins de l’ordre des mille : au cas contraire, 
on arrive plus simplement, par les considérations que 
nous avous présentées ,à une valeur de la limite du reste, 
dont la petitesse suffit dans toutes les applications. 


$ 3. De l’interpolation. 


600. Nous avons eu plusieurs occasions de parler du 
problème de linterpolation [21], dont l’objet est d’assi- 
gner une fonction continue, susceptible d’une expression 
mathématique, laquelle prenne, pour certaines valeurs 
de la variable indépendante, des valeurs déterminées, 
qui sont celles d’une autre fonction, continue ou dis- 
continue. Lorsque cette dernière fonction est continue, 
et que les valeurs entre lesquelles il s’agit d’interpo- 
ler sont suffisamment rapprochées les unes des autres, 
on admet que les deux fonctions se confondent sans er- 
reur sensible dans l'intervalle de ces valeurs; par la 
raison que deux courbes se confondent sensiblement 
dans l'intervalle des points qui leur sont communs, 
lorsque les points communs se trouvent suffisamment 
rapprochés, et que ni l’une ni l’autre courbe n’éprouve 
de solution de continuité dans l’intervalle. 

Le problème de linterpolation est évidemment indé- 
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terminé de sa nature : sous certains rapports 1l peut 
être considéré comme une application de la théorie ma- 
thématique des chances ; nous n'avons à en traiter ici 
qu'en tant qu'il se rattache au calcul des différences 
finies. 
Reprenons la formule des n® 43 et 582 
Pr + “pp NL mms À y 
1.2.3 

où y est une Énction de la variable x, donnée pour 
lesfvaleurs 0, ri Ar, x =aAri, I2== RATER 


—= fx, Y, —f(0) : cette formule de- 


Sons ATX —X, y, 


viendra 
nue 


Pa fo) + A fo) + D à f{o) + te (17) 
Si la valeur y ne und pas à æ—0, mais à 
x—%,, il faudrait remplacer, dans le second membre 
de l’équation précédente , x par x—x, et f(o) par fx. 
Lorsque, dans la formule (17) dont l’analogie avec 
la série de Maclaurin est manifeste, on fait x —0, 
XAÂAX, 2==92A%, . . .æ—=nÂx, on retombe sur les valeurs 
Tor Vis Pass + «Pas Qui ont servi à former les différences 
À Vos AYose.- AY, : Mais on peut admettre aussi que 
l’équation (19) subsiste pour toutes les valeurs intermé- 
diaires de +, et alors cette équation remplit le but d’une 
formule d’interpolation. Rien ne s'oppose à ce qu'on 
la mette sous la forme 
fax = A, + A,x + A,r° + A,x° + etc., (18) 
À, À,, A2,...A, désignant des constantes données. Il 
faut supposer que les différences A, A°?, 4, etc., vont en 
diminuant, de manière qu’on puisse s'arrêter aux diffé- 
rences de l’ordre », en négligeant celles des ordres su- 
périeurs; et alors les formules (17) ou (18) ne contien- 
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nent qu'un nombre fiui de termes; en sorte que la fonc- 
tion fx se trouve remplacée par une fonction rationnelle 
et entière de x. 

601. Si les différences des ordres supérieurs à l’ordre 
n étaient rigoureusement nulles , rien ne s’opposerait à 
ce qu’on prolongeât indéfiniment, en avant et en arrière 
du terme pris pour origine, la table des valeurs de fx: 
soit qu’on employät à cet effet la formule (17); soit 
qu’on fit de proche en proche le calcul des différences 
des ordres inférieurs par de simples additions. On peut 
encore se permettre de prolonger la table, si les diffé- 
rences de l’ordre # sont seulement très-petites, en les 
traitant comme nulles : mais alors il est nécessaire 
d'avoir, au delà des limites primitives de la table, quel- 
ques valeurs connues de fx, servant de repères, et dont 
l’accord avec les valeurs calculées donne une garantie 
suffisante de l'exactitude des valeurs intermédiaires, aux 
quantités près de l’ordre de celles qu’on a droit de négli- 
ger. Les limites entre lesquelles on aura été autorisé 
à prolonger la table, sont celles entre lesquelles on 
sera en droit d'employer l’équation (17), comme for- 
mule d'interpolation. 

Lorsque les tables sont dressées pour des valeurs de 
la variable, tellement rapprochées qu’on puisse, dans 
une certaine étendue, considérer les différences du pre- 
mier ordre comme constantes, et les différences des or- 
dres supérieurs comme nulles, linterpolation se réduit 
au calcul des parties proportionnelles, ainsi qu’on l’a 
déjà souvent expliqué. 

602. Quand on applique la formule (3) au calcul 
numérique de lintégrale définie f ! frde, il peut arri- 


To 


478 LIVRE VIIL ‘— CHAPITRE Il 


ver que la fonction fx ne soit donnée que par une table 
qui fournit seulement les moyens de calculer d’une ma- 
nière approchée [44] les valeurs des dérivées fx, f°x, 
f''x, ete. Admettons que cette table donne les valeurs 
de fx pour des valeurs équidifférentes de x, l'intervalle 
des limites x—x, étant toujours un multiple de Ax. 
Employons comme quantités auxiliaires une variabie z 
et une fonction 
f2= f(xz+z) + f(x — 3x), 
de sorte qu'on ait | 
#9 (0) = fx — fx, , A'F(o) = A" fa — A fx ; (19) 
et supposons que la variable z prenne successivement 
les valeurs o,Ax, 24%, 3Ax, etc. : la formule (17) don- 
nera, par le simple NE de f en fet de x en z, 
—Ax) 
2,7? 


Si maintenant, RUE au principe de l’interpo- 


Z 
ee o) 2f{o) 
fe f(o) += Af(o, ftp A°f (o) Let 


lation, on regarde cette formule comme subsistant pour 
des valeurs quelconques de z, on pourra différentier les 
deux membres comme des fonctions continues de 3; et 
en faisant ensuite z—0, on obtiendra E 
Axf'(o) = Af(0)— LE Af(0o) + LAf(0o) — + Aff(o) + etc., 
Ax° f”"(o)— A°f(0o) — ? Aff(o) +etc.,..... etc. 

Remettons pour f’(o), f”(o),...,Afo), A'f(o),..… leurs 
valeurs données par les équations (19), et substituons 
dans la formule (3) : il viendra 


Lrate=aol se pelage ape as) 
RUAUUE 2e 
{A6 fa-Mfx)—z A Ja—Afa etc. | 
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formule donnée par Laplace dans la Mécanique céleste. 
Il faut supposer que la table des valeurs de fx s'étend 
au delà de-la limite supérieure de lintégrale, pour 
qu’elle détermine implicitement les différences Afr, 
A'fx, Afx, ete., relatives à cette limite supérieure. 

603. Le problème inverse de l’interpolation consiste 
à déterminer la valeur de x qui répond à une valeur 
donnée fx de la fonction f. Quand on emploie, comme 
formule d’interpolation, léquation (179), la solution 
de ce problème revient à la résolution d’une équation 
algébrique de degré 7, A" f(o) étant la plus haute diffé- 
rence conservée dans la formule. Mais, au lieu de faire 
usage pour cette résolution des méthodes générales dont 
l'application est si pénible, on a recours à des approxi- 
mations successives. Ainsi l’on posera 


Ex * :Af{o) 
Fx étant une fonction de x qui a pour valeur 


es Re Le + :) É je HS Rae 


On prendra, pour une première valeur approchée 


at oh: 
pour seconde à 
0215, pui 12 2e SO 
AE HA ro 
et ainsi de suite. 
Le problème de l’interpolation comprend, comme 
cas particulier, celui de l’intercalation, qui consiste à 


de x, 


. , * / 
insérer, entre les valeurs données par une table, un 
nombre déterminé de valeurs intermédiaires. On sup- 
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pose ordinairement que les termes intercalés doivent 
être équidistants, comme les termes de la table pri- 
mitive. 

604. Si la table ne donnait pas les valeurs de la fonc- 
tion pour des valeurs équidifférentes de la variable in- 
dépendante, ainsi qu’on l’a supposé dans ce qui précède, 
il faudrait recourir à d’autres formules d’interpolation. 
On pourrait en donner dont la construction se rap- 
porte au calcul des différences finies; mais il est plus 
simple, et il suffit pour notre but, de poser directement 
avec Lagrange 


VX + XMEX,7, + + XoPn à 
Vo Vis Vase +), désignant toujours les valeurs données 
de la fonction y, qui correspondent aux valeurs 
Los Lis Laye  Æ, de la variable +; et X; étant une fonc- 
tion de x, qui se réduit à l’unité pour x—x; et à zéro 
pour 4—x;, quand l'indice #” a toute autre valeur que £. 
Il est clair qu’on satisfait à cette double condition, en 


prenant : 

(dit ti —x,) (dir) 
on pourrait d’ailleurs y satisfaire d’une infinité d’autres 
manières, parce que le problème de linterpolation est 


essentiellement indéterminée. 


“#0 QE r— 


SR UE LOUE LEUR LEE LORIE LR URLS LE LA AUS LEUR VE NS LELE VERS SRE RAT AR LAURE LS LR LR UVRUR LEUR AR LR UR E ARLRRRS CRE 
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THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES , 
ENTRE DEUX VARJABLES DISCONTINUES. 


$ 1°”. Intégration, en termes finis, des équations aux différences 
finies, à deux variables. 


605. La théorie des équations aux différences finies, 
sans être, à beaucoup près, aussi féconde que celle des 
équations différentielles en applications importantes, 
mérite pourtant d'être exposée avec quelque détail, 
même dans un traité élémentaire. La comparaison des 
deux théories manifeste des analogies et des contrastes 
qui jettent de la lumière sur l’une et sur l’autre, et qui 
font mieux ressortir les lois générales de l'analyse. 

Nous ne traiterons avec quelque développement que 
des équations aux différences entre deux variables x et y, 
et nous les envisagerons success, .ement sous deux points 
de vue : d’abord comme exprimant la loi de la série des 
valeurs de y, qui correspondent à une série de valeurs 
déterminées de æ; ensuite comme exprimant une pro- 
priété de la fonction y qui croît, ainsi que la variable 
indépendante x, sans discontinuité. 

On peut toujours supposer que l'intervalle Ax des 
valeurs de la variable indépendante est constant, et 
prendre cet intervalle pour unité [583]. Si Ax n’était 
pas un nombre constant, mais une fonction de x seul, 
ou de x et de y, on pourrait regarder x et y comme des 

FEUX “Y 
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fonctions du nombre entier z, positif ou négatif, qui 
fixe le rang du terme x; dans la série des valeurs de x, 
et celui du terme correspondant y; dans la série des va- 
leurs de y. Les variables x et y seraient alors définies 
en fonction de l’indice £ par deux équations aux diffé- 
rences, auxquelles on pourrait appliquer le procédé 
d'élimination indiqué au sujet des équations différen- 
tielles [165], de manière à arriver à une équation finale 
d’où l’une des variables x, y, et ses différences se trou- 
veraient chassées. Dans cette équation finale, qui serait 
en général d’un ordre supérieur à celui de l’une ou de 
l’autre des équations proposées, la variable indépendante 
 varierait par intervalles constants, égaux à l’unité. 

Au reste, dans la plupart des problèmes auxquels 
s'applique l’intégration des équations aux différences, en 
tant qu’elle a pour but d'exprimer le terme général d’une 
série, la loi de génération de la série, dont l'équation 
aux différences est la traduction, se trouve immédiate- 
ment exprimée au moyen de lindice qui remplit ainsi, 
sans qu’il soit besoin de transformation préalable, l’of- 
fice de variable indépendante. 

606. Une équation aux différences de l’ordre , dans 
laquelle la variable indépendante x a des incréments 
constants, égaux à l'unité, peut être représentée généra- 


lement par 
F(x Ar À Miro; où par Fr mars eo 


si l’on exprime les différences successives en fonction 
des valeurs consécutives de y [582]. En conséquence on 
tire d’une équation du premier ordre, y, exprimé par 
le moyen de y; d’une équation du second ordre, y, ex- 
primé au moyen de y, et de y; et généralement une 
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équation du #° ordre fait connaître la valeur numérique 
d’un terme de la série, au moyen des valeurs des 7 ter- 
mes précédents. Réciproquement, l'intégrale de Péquation 
aux différences, ou l'expression analytique du terme gé- 
néral de la série engendrée, doit contenir autant de 
constantes arbitraires qu'il ÿ a d'unités dans l’exposant 
n de l’ordre de l’équation : la détermination de ces n 
constantes devant équivaloir à la détermination des x 
termes qu'il faut se donner arbitratrement, pour pou- 
voir construire numériquement la série au moyen de 
l’équation proposée. Ces remarques sont tellement ana- 
logues à celles qui se présentent dans la théorie des 
équations différentielles, qu'il suffit de les (AUS 
ici, sauf à en développer bientôt certaines conséquen- 
ces, après que nous aurons examiné quelques cas où 
les équations aux différences comportent une intégra- 
tion proprement dite : en ce sens qu’on peut exprimer 
analytiquement le terme général de la série correspon- 
dante, avec des constantes arbitraires en nombre ee à 
celui qui marque l’ordre de l'équation. 

607. Considérons d’abord l'équation générale du pre- 
mier degré et du premier ordre 

dy +yfasfz, 
on posera, comme au n° 44o, y —{t, ce qui donnera 
QAE + A0 + A0. Ar + 06. fx — fx. 

En raison de l’indétermination des fonctions 8 , 4, cette 
équation est susceptible de se décomposer dans les deux 
suivantes 

0Af+ A0.At— fx, A0+0fx—0o. 

Pour faciliter l’intégration de la seconde, faisons 6—e: 
1] viendra [589] 
AO—e(en — 1)—0(e — 1), 
ae 
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d’où 
ei 1 — fx, Az —=log(i— fx),z—2.log(r — fx), 
et enfin 
des pee-pe UP 

en désignant par Fx le produit de toutes les valeurs 
que prend la fonction 1—/fx entre les limites de l’in- 
tégrale £. Cette fonction F ainsi déterminée, on aura 

fx 
F(xz+ 1) 


9 


0+ A6—F(xr +1), At — 


PP pr fr 
Y — FR 2UPRTE CE 2 


Dans le cas où la fonction née se réduit à une constante 


1—4, cette formule donne 
— AT fr x 
MP RAOET rte à 


et si la fonction fx se réduit aussi à une constante b, il 


vient 


NS ON ee + const.) : 
(1 — a a ° 
En général, quand la fonction f devient constante, l’in- 
tégration s’effectue toutes les fois que f désigne une 
fonction rationnelle et entière. 

On peut déjà remarquer que, si la constante «a se 
trouvait négative, il serait impossible de considérer 7 
comme une fonction continue de x [2], à moins que la 
constante arbitraire ne vint à s’évanouir, ce qui ferait 
disparaître a* de l'équation précédente. Mais dans l’hy- 
pothèse où y désigne le terme général d’une série, et x 
un indice qui ne comporte que des valeurs entières, rien 
ne s’oppose à ce que la constante & soit négative : il 
en résulte seulement que les valeurs consécutives de a° 
sont alternativement positives et négatives. 
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608. Considérons l’équation linéaire aux différences, 
d'un ordre quelconque, qui a pour forme générale 

Ay + P.At-y+Q.A2y + + Ur =V, 
P, Q,...U, V désignant des fonctions de æ, ou (ce 
qui revient au même, attendu que les différences des 
divers ordres s'expriment en fonctions linéaires des va- 
leurs successives de la variable dépendante) 

Patate Print Oran ctaiienr LyE Me (a) 
On prouve, comme pour les équations différentielles 
analogues, que l’intégration de (a) se ramène à celle de 
l'équation 

Jak Papas + QYatuns Ho + Ur: = 0. (b) 

Si l’on désigne par y, y.P?, etc., des valeurs de y, 
propres à vérifier l'équation (D), celle-ci a pour pro- 
priété caractéristique, comme l'équation différentielle 
correspondante, d’être encore vérifiée par la valeur 
Ja==2. C7, les coefficients C; désignant des cons- 
tantes arbitraires. Par conséquent, si lon connaît » 
solutions ou intégrales particulières de l’équation (b), 
on en aura l'intégrale générale avec les #7 constantes 
exigées. L'ordre de l’équation à intégrer s’abaisse d’une 
unité, si l’on connaît une intégrale particulière, et ainsi 
de suite[462|. 

Les x intégrales particulières s’obtiennent très-aisé- 
ment quand les coefficients P, Q,...U sont des cons- 
tantes; car, si l’on pose y,—7"#", d'où.y.,; —=m"t, on 
a, pour déterminer >», l’équation algébrique 

om" + Pr + Que + + Ù — 0 ; (mn) 
et si l’on en désigne les racines par /»2,, m,,...m,, lin- 
tégrale générale de l'équation (4) prend la forme 
Va =Cmné + Cm +... + Gin . 
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609. Nous appliquerons ce qui précède à un pro- 
blème assez curieux d'analyse combinatoire que lon 
peut énoncer comme il suit, en convenant, pour plus 
de brièveté, d'appeler le nombre #7 l’exposant d'une 
combinaison "2 à m: 

« Sur le nombre total des combinaisons que l’on peut 
faire avec un nombre d'objets désigné par x, en les pre- 
nant 1 à 1, 2 à 2, 3 à 3,...x à x, déterminer séparé- 
ment le nombre de celles dont les exposants, divisés par 
un certain module », donnent pour reste l’un des nom- 
bres 0, 1,2, 3,...7n—1.» 

Désignons par y°), 70), y70),,.. y les nombres à dé- 
terminer, qui sont autant de fonctions discontinues du 
nombre x. Si x augmente de Punité, il est clair que 
le nouvel objet à combiner, introduit dans les combi- 
naisons de la classe r (ou dans celles dont l’exposant , 
divisé par z, donne pour résidu r), les fait passer à la 
classe r+ 1, et que de plus cet objet, pris seul, donne 
une nouvelle combinaison à exposant r. En conséquence 
On à | 
AFF AE à AyG)=y0) +1, APE ULEE 


AT EU io (c,) 
et par suite 
N'y) AT), Apt) = Ayo}, Ary0) ERA 
RANCE ES AIRES ESS (c.) 
En continuant de prendre les différences successives, 
jusqu'à ce qu’on soit arrivé à celles de lPordre 2, on 
trouve finalement 
AO A) np OA yo), Ans) An), (c,) 
L'élimination entre les équations (c,),(€,)...(c,) donne 
A9 =yo +1 ; (de) 
À 9 = y, Any — y), gd Mytreat) — “ACL À (d) 
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Chacune des équations (d) est de la forme A" y.=y., 
d'où lon tire, en exprimant les différences en fonction 
des valeurs successives [582], 
n(n—1) 


Fan RARE TEEN ou > 0 


n 
Par "n J'xtn—: ja Le 


Quand x est pair, le terme en y, disparaissant, l’or- 
dre de l’équation s’abaisse d’une unité, et il vient 


n(n—1) 


: ñ 42 
Vrhner me Ÿ'xtn—a +. Vartn—3 ee — Mere te (d,) 


1.2 
Pour le cas de 7 impair on a 
n(n—1) 


10 Vrta—a ee 2Ÿ y —= O (di) 


n 
Jane Vrkn—: 


L'équation (mn) devient dans le premier cas 
(m1) —1 
m 


==,0% 


et dans le second 
| (m—1} —1=0; 
d'où [79] 
OT 


2iT DCE ANA 
M—=1 + COS — EE V/_;, sin— 
n n 
ÎT iTe Le. Let 23 
—2C0$— | COS—+H V7. sin — ) 
n n n 


et en transformant convenablement les exponentielles 


imaginaires, 
Pare af 


>: TNA TX DT\FMANTÉE 
+M (2 cos- ) cos —+ M, [ 2 cos — |) cos—<+-etc. 
n n n n * LCE) 
FN MT TNT LOT 
+N, 20057 ) sin— + N, 2COS— } Ssin——+etc. 
n n n n 
Maintenant, si l’on prend successivement pour y, 
chacune des fonctions y®, 7%), 79, on déduira de la 


formule (e) les valeurs de toutes ces fonctions de x, qui 
ne différeront que par la détermination des constantes 
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arbitraires C, M,, N,, M,, N:, etc. Quant à l'équation 
(d,), il est clair que la formule (e) en donnera aussi 
l'intégrale, pourvu qu’on ajoute au second membre le 
terme constant — 1. D'ailleurs, par une conséquence 
très-connue de la formule du binôme de Newton, 
JO) 4 70) + y). pr) ot rt. 

En prenant, par exemple, 7 — #4, et en déterminant 

convenablement les constantes arbitraires, on trouve 


4 
#+i(e) sin= rx 
; > nc 
| Li I NA I 
nee - (12) CORRE | 
ae (3 on 
4° 2 rare >) Â . 


610. On parvient quelquefois à exprimer les intégrales 
des équations aux différences, au moyen d’intégrales dé- 
finies ordinaires. Pour faire connaître l’esprit de la mé- 
tho de, prenons l'équation 


Vet(m+rz)+y(mt+2x)—=o, 


dans laquelle nous supposerons que 72 est une constante 
positive. Posons 


I I SIN I 
RER 2 (V5 ) COS- TX — IL, 

I 

4 


Eee 


Yx = J Qué do , 

Q désignant une fonction de w dans laquelle x n'entre 
pas : il s’agit de déterminer cette fonction et les limites 
de l'intégrale, de manière à satisfaire à l'équation pro- 
posée. 

Cette équation donne 

(m+x) JA CHI do + (m+2x) f Oo de — 0 ; 
ou 
j m fQ( 1 + 6 Jo do + f Q(20 + vw) d. we 01h 0f) 


/ 
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Mais on a, en intégrant par parties, 

SA (2040 )d.0—Q (20+w° Jo T— fotd|Q (2040) |. 
Donc, si l’on prend pour les limites de l'intégrale deux 
racines de l’équation 

Q(20+0°) —0, (w) 
l’équation ( f) deviendra 

fIm(i He) Qda —d[Q (av +ut)]jor=0, 
et l’on y satisfera indépendamment de x, en détermi- 
nant la fonction Q par l'équation différentielle 
m(1+o)Qdo— d'Q(2w+uw)]—o, 
qui donne 
Q—C (20 +ow 7 : 

C désignant une constante arbitraire. Après qu’ on à 


substitué cette valeur de @ dans léquation (w), elle 
devient 


m . 
C(20 +w° )" 0 
et comme on a supposé le nombre 72 positif, on y satis- 
fait en prenant pour les limites de lintégrale 


W—O, H— —2, 
\ 


d'où 


m 
mn D ER 
= 0 f. (20 + 0° )° &?dw . 
Oo 
L'expression deviendra plus élégante, si l’on fait 
© — COS a— 1, 20 uw ——sin «x, do —— sin «da, 
ce qui donne 


T 
Yr= C0 (— 1 ) [Faces o« }® (sin « }*—' da. 


On a d’ailleurs, pour déterminer la constante arbitraire 
C, au moyen de la valeur initiale y, , l'équation 


Ti (sina})”*7" da. 
[e) 
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611. Pour donner un exemple d'intégration, dans le 
cas où l’on ne suppose pas constante la différence de 
l’une des variables, concevons qu’il s'agisse de détermi- 
ner en fonction de æ la quantité y, qui satisfait à l’é- 
quation 

Jar Yx "26 (8) 
ou le terme général de la série des valeurs de y que l’on 
construirait avec cette équation : les valeurs initiales de 
x, ÿ étant x,, y. Soit £ l'indice de deux termes qui se 
correspondent dans la série des valeurs de x et dans 
celle des valeurs de y : on aura 


Vitae 2460 (81) Ji — 2: (8) 
L'équation (£,) est linéaire et a pour intégrale 
nt. 0). 
Si l’on met la valeur initiale y, sous la forme 
Je=c+— (4) 
l'équation (£,) donnera 


I I ; 
Dee ue — pl Dress Fr es RU Er. 
Yi —=C "USER Ÿ—C —+- 00e Yi —=cC i ? 
à 


et par suite 


On doit remarquer que la dernière équation, qui est 
l'intégrale complète de (z), renferme les deux constantes 
arbitraires et indépendantes #,, €, ou %,,Y,; parce qu’en 
effet l’équation (2) ne peut être construite qu'après 
qu'on l’a transformée dans le système des équations (£,) 
et (2,), et qu’on s’est donné arbitrairement x,, y. 
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$ 2. De la construction arithmétique des équations aux différences 
finies, à deux variables. — Conséquences relatives à la multi- 

; 
plicité des intégrales généräles, à l’existence des intégrales singu- 


lières et au passage du fini à l’infiniment petit. 


612. Revenons à la construction arithmétique de 

l’équation | 

F(x;, 7, A7) =0, (F) 
et supposons que de cette équation l’on puisse tirer deux 
valeurs de Ay en fonction de x,y. Après qu'on se sera 
donné arbitrairement la valeur initiale y, , correspondant 
à une valeur déterminée de x, telle que x—0, on aura, 
suivant qu’on choisira pour Ay lune ou l’autre des deux 
valeurs fournies par l’équation (F), deux valeurs diffé- 
rentes de y,, à chacune desquelles, par la même raison, 
correspondront deux valeurs différentes de »,, de sorte 
qu'il y aura quatre systèmes distincts de valeurs pour 
la série partielle ( »,,7,,y,). On obtiendrait huit systèmes 
distincts pour la série partielle (»,,»,,Y,,73), qui com- 
prend un terme de plus, et ainsi de suite. En général, 
si l'équation (F) donne 7x2 valeurs pour A7, la série par- 
telle (y,739:»..7,) pourra être construite d’après 
cette équation, d'autant de manières différentes qu'il y 
a d'unités dans #2". L’équation aux différences prise pour 
exemple, est du premier ordre, mais les mêmes remar- 
ques sont applicables aux équations aux différences d’un 
ordre quelconque. 

Si, parmi les diverses séries, ainsi dérivées arithmé- 
tiquement de l’équation (F), il s’en trouve plusieurs dont 
le terme général puisse être exprimé par une fonction 
algébrique ou transcendante de lindice et de la valeur 
initiale y,, ou d’une constante arbitraire qui en tient 
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lieu, l’équation proposée aura plusieurs intégrales dis- 
tinctes,et néanmoins complètes, puisqu'elles contiendront 
une constante arbitraire. 

Tel est en effet le résultat auquel on arrive indirecte- 
ment, quand, au lieu de remonter de l'équation aux 
différences à l’intégrale complétée par une constante 
arbitraire, on part d’une équation entre x, y et une 
constante, pour arriver à une équation aux différences 
d’où cette constante se trouve éliminée. 

Prenons comme exemple l’équation très-simple 


Y=Ax + à, (1) 
qui donne par la différentiation, pour Ax—1, 
Ay—= a, (2) 
et par l'élimination de la constante a, 
Ay +xAy—y=—0, (3) 


d'où il suit que l’équation (1) est l’intégrale complète 
de l'équation (3). 

Considérons maintenant dans l’équation (1) le para- 
mètre « comme une fonction variable de x, et afin que 
les équations (2) et(3) n’en subsistent pas moins, égalons 
séparément à zéro la portion de la variation du second 
membre de l’équation (1), qui provient de la variation 
de a: nous aurons 

Aa(Aa+2a+x+1)=o,; 
et cette équation se décompose en deux autres 
Aa=o , Aa+ o9a+ x + 1 — 0. (4) 

La première donne a—const., ce qui fait retomber 
sur l’équation (1). On pourrait appliquer à la seconde 
la formule générale du n° 607 pour l'intégration des 
équations linéaires du premier ordre; mais si l’on pose 
directement 4—u+-rnx-n, u désignant une nouvelle 
fonction de x, et »,n des constantes indéterminées, il 
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viendra 
Au+ou+(2m+i)xz+2n+m+io, 
ou simplement, en prenant M——7+, n—— 7%, 


AU+HIUuU—= O, (5) 
L'équation (5) qui peut se mettre sous la forme 
Uyu—0, à pour intégrale complète 


MAT 
Us 0 Ve EN NEOL a 0 — FE US 
T ( ) ? LR ( 1) : 4 ? 
b désignant une constante arbitraire. 
Cette valeur de a doit être substituée dans l’équation 


(t). Pour faciliter la substitution, on met celle-ci sous la 


( j à) x” 
Pan Se 
J 2 4 2 
ce qui donne 


2 
r= loir €. (6 

On obtient ainsi une équation en +, y, jouissant de la 
propriété de satisfaire à l’équation (3), et qui en est, 
aussi bien que léquation (r), une intégrale complète, 
puisqu'elle renferme la constante arbitraire 0. 

613. Le géomètre Charles, qui a signalé le premier 
la multiplicité des intégrales que comportent les équa- 
tions aux différences, distingue ces intégrales en directes 
et en #rdrectes. Suivant son langage, l'équation (3) au- 
rait pour intégrale directe l'équation (1 et pour intégrale 
indirecte l’équation (6); mais ces expressions doivent 
être bannies comme propres à donner des idées inexactes. 
S'il est vrai qu’en opérant comme on la fait ci-dessus, 
c'est-à-dire en se donnant directement l'intégrale (r), 
pour en conclure l’équation aux différences (3) et ensuite 
la seconde intégrale (6), celle-ci n’a été obtenue que 
d'une manière indirecte, il est vrai aussi que, quand on 


forme 
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se donne d’abord l’équation aux différences, les deux 
intégrales qui y satisfont, qui sont toutes deux complé- 
tées par une constante arbitraire, sont aussi directes 
l’une que l'autre, bien que lune d'elles puisse avoir 
accidentellement une forme algébrique plus simple. 

Rien ne s'oppose en effet à ce qu'on traite l'équation 
(6) comme on a traité l’équation (1), en y considérant 
le paramètre Ÿ comme une fonction de x, et en égalant 
séparément à zéro la somme des termes provenus de la 
variation de ce paramètre. L'équation en à est, toutes 
simplifications faites, 

Ab+ob+i(—i1} =, 
et si l’on y applique la formule du n° 607, il vient 
b—ï;x(—1}f+c(—1}X, 

c désignant une constante arbitraire. Cette valeur de 4, 
substituée dans l’équation (6), donne 


rfi] 7e) 


et enfin si l’on change de constante, en posant c——«, 


4 


on retombe sur l’équation (1), qui par conséquent dérive 
de l’intégrale (6), de la même manière que l'équation (6) 
dérive de l'intégrale (1). 

On peut encore, par un autre procédé, obtenir si- 
multanément les intégrales (1) et (6). Car si l’on diffé- 
rentie l'équation (3), 1l vient 

A'y(Wy+oAy+z+i)=o, 
équation du second ordre, qui se décompose en deux 
autres 
Ny=o, Vy+2Aÿ+xz+1—=o. 
La première donne À y—a, et cette valeur de A y, subs- 
tituée dans l’équation (3), reproduit l'intégrale (1). 
En intégrant une première fois la seconde équation, 
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comme on a intégré la seconde équation (4), on 


obtient 
I 


VA 
ay bi} —Ÿ +, 
et cette autre valeur de AY, substituée à son tour dans 
l'équation (3), reproduit l'intégrale (6). 

Le lecteur remarquera l’analogie de ces calculs avec 
ceux qui donnent les intégrales singulières des équations 
différentielles dont on a l'intégrale générale; mais il s’en 
faut bien que cette analogie soit complète, puisqu’ici 
les deux intégrales obtenues ont chacune une constante 
arbitraire, et que, si l’on voulait maintenir sous un cer- 
tain point de vue l'assimilation avec les intégrales sin- 
gulières, la réciprocité des rapports existant entre les 
deux intégrales de l’équation aux différences, obligerait 
de regarder successivement chacune de ces intégrales 
comme remplissant, par rapport à l’autre, la fonction 
d'intégrale singulière. 

614. M. Poisson à présenté sous un autre aspect, 
qu'il est intéressant de connaître, ce mode de dérivation 
réciproque. 

Concevons l'équation (1) résolue par rapport à la 
constante a et mise sous la forme 

(a—u)(a—v)=o, (7) 
u, v désignant généralement des fonctions de x, y. Soient 
U,, Ÿ, Ce que deviennent &,v, quand on y change x, y 
en T+AX,y +A7, on aura encore 

(a—u,)(a—v,)=0 ; (8) 
et l'élimination de a entre les équations (7) et (8) re- 
viendra à l'élimination de cette même constante entre 
l'équation primitive (1) et son équation aux différences 
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(2). Le résultat de cette élimination sera évidemment 
l’équation aux différences 
Gu—u)(u—v{u—u)(e—v)—0, (9) 
laquelle doit par conséquent être identique avec l’équa- 
tion (3). Or, l'équation finale, mise sous cette forme, se 
décompose en quatre autres | » 
UTU—= O0, VV O UV O0, VU O.. 
Les deux premières conduisent immédiatement aux inté- 
orales 4—a,v—a, qui se confondent l’une et l’autre, 
après l’évanouissement des radicaux, avec l'équation 
primitive (1). Les deux autres équations conduisent pré- 
cisément à l'intégrale que Charles qualifie d’indirecte, 
par opposition à l’intégrale primitive de laquelle on est 
parti. 
Dans l'exemple qui nous occupe, on a 
u—=l(—x+1V x +4r), pl x V2 + 4 Je 
ce qui donne 


ar (+ VEN I M 7), 
Vjmu— rs (—r — LV a+ 1) +47 + AN 2 +47 )—0 : 
Afin d’opérer plus commodément l'intégration, chan- 
geons de variable, en posant L/x° + 172 : ces équa- 
tions deviendront 

—1+Z+3—=0, 1H +23—=0, 
ou bien 

Az +23—1—=0, Az3+oz+1—=o; 
et l'intégration donnera 

SE Line) Get par, 

b', b" désignant des constantes arbitraires. De là on 
tre 
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équations identiques avec l'intégrale (6), pourvu qu’on 
pose, ce qui est permis, d'—— 20, L"—20. 

Si l’on conserve la variable auxiliaire z, l’équation 
(9), qui est une transformation de l'équation (3), prend 
la forme ( 

(—i+2 2) —142,+ 2) ic 2) —1—2,+2)=0; (10) 
et il est clair qu’on y satisfait, ou par une valeur de 2 
en fonction de æ qui rend nul un des facteurs pour 
toutes les valeurs numériques de x, ou par une valeur 
de 3 qui annule successivement, tantôt l’un des facteurs, 
tantôt l’autre. C’est ce dernier cas qui a lieu si l’on 
prend pour 3 l'intégrale de l'équation 
—1+(—1Xz—:—0, (11) 
X désignant une fonction quelconque de x, qui soit un 
nombre entier pour toutes les valeurs entières de +; car, 
selon que X a pour valeur un nombre pair ou impair, 
la fonction (—1)* prend les valeurs +1 ou —r, et le 
premier membre de l'équation (r1) coïncide avec le 
premier ou avec le troisième facteur de l’équation (10). 
Pour intégrer l’équation (11), 1l suffit d’en multiplier 
.le premier membre par | 
Mrs . De ) 
car elle prend alors la forme | 
Le RE MAT AAER  o 
d’où l’on tire 
(— TX 3 const. + X.[(—r)2X]. 

On simplifie ce résuitat, en remarquant que l’inté- 
grale XX doit être, comme la fonction X, assujettie à 
la condition de prendre des valeurs entières pour toutes 
les valeurs entières de x. Le carré de la fonction 

(17 
est donc constamment égal à 1 ; et par conséquent, si l’on 
Tr: 32 
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élève au carré les deux membres de l’équation précé- 
dente, en remplaçant la fonction arbitraire XX par X, 
on aura 
gx + 4y = const, + Z(— 1 XX]. (12) 
Suivant qu'on prendra X—41, ou X—x, on retrouvera 
par cette formule l'intégrale (1) ou l'intégrale (6); mais 
on pourra en déduire une infinité d’autres intégrales, en 
assignant d’autres formes à la fonction X. 

Si l'on représente par X” une fonction de x, qui soit, 
ainsi que X, un nombre entier pour toutes les valeurs 
entières de æ, l'intégrale de l'équation 

—1+(—1)Xz —(—1)X 3 —0o 
devra encore satisfaire à l’équation (10); mais en effec- 
tuant cette intégration, on trouve que les deux fonc- 
tions arbitraires X et X’ se confondent en une seule 
dans l'intégrale, et l’on retombe sur la formule (12). 

Ces remarques sur la multiplicité indéfinie des inté- 
grales. que comportent certaines équations aux diffé- 
rences, sont encore dues à M. Poisson, et font l’objet 
du mémoire par lequel ce géomètre éminent a débuté 
dans une carrière parcourue depuis d'une manière si 
glorieuse et si profitable aux sciences. On voit d’ailleurs 
que cette multiplicité indéfinie doit résulter de ce que 
l'on peut construire arithmétiquement [612] une. infi- 
nité de séries distinctes, ayant toutes un premier terme 
commun, et satisfaisant toutes à la même equation aux 
différences, lorsque celle-ci, résolue par rapport à la dif- 
férence de l’ordre le plus élevé, comporte plusieurs ra- 
cines. Mais il s'agissait de montrer que, parmi toutes ces 
séries, il y en a un nombre infini dont on peut exprimer 
analytiquement le terme général, et c'est ce que la dis- 
cussion qui précède met hors de doute. 
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6)5. Il est bon de remarquer que le passage d’un 
facteur à l’autre peut avoir lieu, non-seulement pour les 
intégrales qu’on obtient dans l’analyse précédente par 
Vintroduction du facteur (—1)*, mais encore pour les 
intégrales qualifiées par Charles de directe et d’indi- 
recte. Supposons, par exemple, que l’on ait pour x—0, 
FErét'parstite 2 ; les quatre facteurs du premier 
membre de l'équation (10), séparément égalés à zéro et 
intégrés d’après cette condition initiale, donneront : 


Z—+<{ F2, NON oi 
I 3 
== + ni EP 1 = [3 —1X +1) —42°} , 
17:05 ï | 

poid à CAMES x fr She FORTIS 2 
FES ve A man AE DA 16 | si À 4°}, 
sec tr ie , D ME 

La première équation donne à z une valeur néga- 


5 
. , + Pie 
tive quand x prend des valeurs négatives, numérique- 


ment plus grandes que 2; au contraire la quatrième 

équation donne à z des valeurs négatives pour toutes 

les valeurs positives de x, plus grandes que 2 ; la valeur 

de z, tirée de la seconde ou de la troisième, est positive 

ou négative, suivant qu'on prend pour + un nombre pair 

ou impair. En conséquence, l'équation y—x+1 satisfait 
à l’équation aux différences 


Ay—2(—x+l x #47) : (13) 
pour toutes les valeurs de x >—», et au contraire à 
l’équation 

APCE AE PAT Ne (x4) 
pour toutes les valeurs de + <—2. Quant aux 
équations 


ee ou | 
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elles satisfont alternativement à l’équation (13) et à 
l'équation (14). 

616. Les diverses intégrales que peut comporter 
une équation aux différences finies, ont entre elles des 
liaisons analogues à celles qui existent entre les inté- 
grales singulières et les intégrales générales des équa- 
tions différentielles; mais cette analogie, comme on l'a 
déjà dit, n’est que partielle et incomplète. Si l’on con- 
sidère comme la propriété caractéristique des intégrales 
singulières, de ne pouvoir être complétées par une 
constante arbitraire, l’analogie s’évanouira; mais, d’au- 
tre part, on peut, ainsi que M. Poisson l’a encore fait 
voir, assigner à certaines équations aux différences des 
intégrales singulières, qui ne rentrent point dans les 
intégrales déterminées par les méthodes précédentes , 
ét qui sont analogues aux intégrales singulières des 
équations différentielles, précisément d’après ce carac- 
ière de ne pouvoir être complétées par une constante 
arbitraire, 

En effet , le calcul du n° 477 s'applique aux équations 
aux différences comme aux équations différentielles, et 
l’on en conclut également que toute valeur de y en 
fonction de x, qui jouit de la propriété de satisfaire à 
une équation proposée, aux différences finies, en même 
temps qu'elle rend infini le coefficient différentiel _. 
ne peut être qu’une intégrale singulière de la proposée, 
dans le sens qui vient d’être expliqué. 


Soit proposée l'équation 
7 +34 (64} 7e, (5) 


qui a pour intégrale complète 
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a 3 
=— — — a (16) 


a désignant la constante arbitraire : on en tire 
dAy __3 I 
dy — 4 (64ÿ*Ay*— 1? 
valeur qui devient infinie, si l’on pose 
(64) Ay° —1— 0 . 

Quand on élimine Ay entre cette équation et la pro- 
posée , il vient di 
ACOAIUNX 
Moon que 


On satisfait à cette dernière équation en prenant 


8 /1\° 8 1\®?. 
phil pe ANA 4 22 es 
Y 2e) Eh à 9 ( ;) à 


mais le premier couple ne satisfait pas à la proposée, 
tandis que les deux dernières valeurs de y, qui y satis- 
font, donnent deux intégrales singulières de l’équa- 
tion (15). 

L’équation (16) qui détermine les valeurs de la cons- 
tante arbitraire a pour tout système de valeurs initiales 
attribuées à x et à y, comporte, en général, trois ra- 
cines inégales ; mais elle acquiert deux valeurs égales 
lorsque les valeurs attribuées à x et à y vérifient l’inté- 
grale singulière. 

La valeur y—o satisfait à la proposée, mais n’en est 
pas une intégrale singulière, puisqu'on l’obtient en fai- 
sant «—o dans l'équation (16). 

617. Une équation dans laquelle un paramètre cons- 
tant n'entre qu’au premier degré, mais où la variable y 
est élevée au carré ou à des puissances supérieures , 
conduit, par lélimination de ce paramètre, à une 
équation aux différences d’un degré élevé par rapport 
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à Ay. Prenons pour exemple l'équation 
a — x = 0 : (17) 

on entire, par l'élimination de &, l'équation aux dif- 

férences 


2 


A +2yhy—"=—0 , (18) 


qui devient, étant résolue, 


C4 


ar (+ ps) 
| x 


IT est clair que la construction arithmétique de cette 
équation aux différences donne une infinité de séries 
distinctes pour un même système de valeurs initiales ; 
et pourtant on ne peut pas, en faisant varier la cons- 
tante a dans l'équation (17), en déduire indirectement 
d’autres intégrales de d’équation (18). Mais si l’on ré- 
sout cette même équation (17) par rapport à y, on 
pourra remarquer qu’elle comprend, non-seulement les 


«a [42 


(qui sont les seules qu’on en puisse déduire, lorsqu'on 


s’astreint à traiter y comme une fonction continue de x), 
mais encore une infinité d’autres valeurs comprises 
dans la formule générale 


Ve Ver) 4 


X étant une fonction de +, assujettie seulement à donner 
des nombres entiers pour toutes les valeurs entières 
de x. La multiplicité indéfinie des fonctions comprises 
dans cette formule, correspond à la multiplicité indéfinie 
des séries que l’on peut construire arithmétiquement, 
au moyen de léquation aux différences. 
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618. Nous avons supposé jusqu'ici, pour plus de 
simplicité, Ax — 1 : admettons toujours que cette dif- 
férence soit constante, mais laissons-en la valeur numé- 
rique indéterminée. L’équation 

Y=ax +, (1) 
que nous avons prise pour exemple, conduira, par l’éli- 
mination de la constante a, à l'équation aux différences 


4e yo (19) 

La seconde équation (4) sera remplacée par 
Aa+2a+zx+Ax—o, 

et celle-ci aura pour intégrale 


F1 


D zx  ÂAx 
a = b (—: ar M Ré ET IR GEI , 
2 4 
d'où résulte cette autre intégrale complète de l’équa- 
tion (1), 
(“4 
Ax 


Ax 2 x 

y =[o(—5) mi: | Fe: (20) 
Si maintenant on suppose que Ax, et par suite Ay 
deviennent des quantités infiniment petites, l’équa- 

tion (19) se changera dans l'équation. différentielle 

dy” 4 
TT JT; (27) 
et l'intégrale (1), dans laquelle la différence Ax n'entre 
pas, sera encore l'intégrale complète de cette équation 
différentielle, à cause de la constante arbitraire qu’elle 
comprend. Mais comme l'intégrale (20) renferme une 
fonction 


b(—r}, 


de l’espèce de celles que nous avons indiquées au n° 2, 
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laquelle reste discontinue, même quand lexposant varie 
d’une manière continue , on ne peut faire que la valeur 
de y, tirée de l'intégrale (20), soit une fonction con- 
tinue; et ainsi cette intégrale n’a aucun sens par rap- 
port à l'équation (21), à moins qu’on ne fasse disparaître 
la fonction discontinue, en assignant à la constante 


HT AÂx 
arbitraire © la valeur zéro. Dans ce cas, le terme m 


s’évanouissant aussi à la limite, l'équation (20) donne 


2 


TX 


im 
valeur qui satisfait à l’équation (21), et qui en est une 
intégrale singulière, puisqu'on ne peut la déduire de 
l'équation (1) par une détermination convenable de la 
constante arbitraire «. 

Le même résultat se verra peut-être mieux encore, 
si l’on remplace la fonction 


æ 
TA 


Âx ? 


comme cela est permis, tant que x désigne une va- 


b(—1)"* par bcos 


riable discontinue assujettie à croître par intervalles 
constants Ax. Assigner la valeur de cette dernière ex- 
pression quand Ax s'évanouit, ce serait assigner la li- 
mite vers laquelle elle converge quand Ax converge 
vers zéro. Or, cette limite est, par la nature de Îa fonc- 


tion, indéterminée et inassignable. On sait seulement 


RTL : : 

que le facteur cos x; reste toujours compris entre les 
TL ' 

limites r et —1, et par conséquent, que la quantité 


TX 
Az 
prend la constante b égale à zero. 


indéterminée à cos disparaît toujours , lorsqu'on 
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619. Ces faits d'analyse s’accordent parfaitement avec 
ce que nous savons sur la nature des fonctions continues 
et discontinues, et sur le passage du fini à infiniment 
petit par la considération des limites, sans qu'il y ait 
lieu d'en conclure en thèse générale, comme la fait 
Lagrange (‘), que, « dans le passage du fini à l'infini- 
ment petit, il faut supprimer entièrement tous les ter- 
mes qui peuvent contenir l’infiniment petit, quoique 
ces termes puissent n'être pas eux-mêmes infiniment 
petits »; ni surtout que « si le passage du fini à linfini- 
ment petit peut être admis comme rn0yen mécanique 
de calcul, il ne peut servir à faire connaitre la nature 
des équations différentielles. » 

Nous sommes seulement. autorisés à conclure de ce 
qui précède, que, parmi les intégrales complètes, en 
nombre infini, que comportent certaines équations aux 
différences , toutes, à l’exception d’une seule, contien- 
nent des fonctions de Ax qui deviennent discontinues 
pour Ax—o : car, s’il en était autrement, on en dédui- 
rait, en passant à la limite, plusieurs intégrales com- 
plètes d’une équation différentielle correspondante, ce 
qui est absurde. Quand cette équation differentielle 
admettra une solution singulière, celle-ci pourra se 
déduire , tantôt d’une intégrale singulière de l'équation 
aux différences , tantot de l’une de ses intégrales com- 
plètes, moyennant qu’on supposera nulle la constante 
arbitraire que celle-ci renferme, pour supprimer la 
fonction de Ax dont la présence empêchait le passage 
du fini à infiniment petit. 


(*) Leçons sur le calcul des fonctions, p. 303 et 304 de l’édit. 
de 1806. 
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L’équation | 
a 3 
= — — À 16 
4 ATOS vas 
qui nous a aussi servi d'exemple, conduit par l’élimi- 
nation de a, quand Ax a une valeur constante quel- 
conque, à l'équation aux différences 
Ay À SA Ac 
A. PE GATE ÿ \ =D CRAN) 
Az I 16 AÂx° I 
as re LS 4) 
qui donne à la limite 
EAN AUS CHE My Er 
log 4 dx. 16 (log 4 ru 
et l’on peut, en effet, vérifier que l'équation (16) est 
l'intégrale générale de l'équation (23). En prenant la 
dérivée de l'équation (16) par rapport à a, on a, pour 
déterminer la valeur de a en fonction de x qui convient 
aux solutions singulières de l'équation (23), 


NE 0; (23) 


"16° T 
D 


di 9 47 ? 
d'où l’on tire 


ÆNET À ( 1\T 
M'RUEES NT QE Loue" qius. 
En s A D 2 =) : 


et par suite 
T 
= et —;) 

Mais le premier couple ne satisfait pas à l’équation (23), 
et l’autre système de valeurs ne peut représenter une 
fonction continue : ainsi, l'équation (23) ne comporte 
pas de solution singulière, bien que l’équation (22) qui 
lui correspond en admette une. 


RL VE LE AA LÉ LE LE NE LSUE LEUR VE VD SABLE LEURS TRTS ANS VLS SUR LELE ALERTE LRERUS NES LUS R ANÉATAR AR VA LR LU v at 
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DES ÉQUATIONS - AUX DIFFÉRENCES FINIES ENTRE DES 
VARIABLES CONTINUES.—NOTIONS SUR LES ÉQUATIONS 
AUX DIFFÉRENCES MËLÉES ET SUR LES ÉQUATIONS 
AUX DJIFFÉRENCES FINIES, A DEUX VARIABLES INDÉ- 
PENDANTES. 


6 1°°. Des équations aux différences finies entre des variables 


continues. 


620. Lorsque l’on considère une équation aux diffe- 
rences comme une condition à laquelle doit satisfaire 
une fonction continue de la variable indépendante, la 
fonction ne peut être déterminée, dans toute l'étendue 
de son cours, qu’autant que l’on assigne arbitrairement, 
ou par des conditions indépendantes de l'équation pro- 
posée, la forme de la fonction dans l'intervalle Ax de deux 
valeurs consécutives de la variable indépendante, si l'é- 
quation aux différences est du premier ordre, ou la forme 
de la fonction dans Pintervalle AxAx,, si l'équation est 
du second ordre, et ainsi de suite. 

Ainsi, étant donnée l'équation 

f(&747)=0; (x) 
où nous supposerons, pour plus de simplicité, que x 
croit par différences constantes, égales à l'unité, on ne 
pourra construire pour toutes les valeurs de x la courbe 
dont y est l’ordonnée, qu’en traçant d’abord arbitraire- 
ment cette courbe entre deux abscisses æ,, 4,1, dont 
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l’une est arbitraire : l'équation aux différences déter- 
minera le tracé de la courbe dans tout le surplus de son 
cours, puisqu'on en déduira les valeurs de y correspon- 
dantes aux abscisses 

ce L—Q, X—2, LI, LH, LH2, THB... 

x étant une valeur -quelconque de labscisse,. comprise 
entre x, et +1. Il faut donc réciproquement que l'in- 
tégrale de l’équation (1), pour avoir le même degré 
de généralité que l’équation dont elle dérive, admette 
dans son expression une fonction arbitraire d’une espèce 
particulière. 

Lorsque l’équation aux différences est du second ordre, 
ou de la forme 

SRTAT A T)=0, (2) 
il faut, pour la construction de la courbe dont y est 
l’ordonnée, que l’on trace d’abord arbitrairement cette 
courbe, non-seulement entre les abscisses x,, &,. +1, 
mais encore entre les abscisses x, +-1,x.—+2; ce qui re- 
vient à tracer entre les abscisses x,,4,—1 les deux 
courbes qui auraient pour ordonnées y et Ay. Récipro- 
quement, l'intégrale seconde de l’équation (2), pour avoir 
toute la généralité qu’elle comporte, doit admettre dans 
son expression deux fonctions arbitraires, et ainsi de 
suite. 

621. Lorsque x désigne une variable indépendante, à 
différences constantes, l'introduction de ces fonctions 
arbitraires n’exige pas d’autres procédés de calcul que 
ceux qui ont été suivis pour l’intégration des équations 
aux différences, quand cette opération avait pour but 
la détermination du terme général d’une série: En effet, 
rien n'empêche de considérer les constantes arbitraires 
introduites par lintégration comme des fonctions pé- 
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riodiques telles que 
TX 


. 2TX 
(sn, cos Te )» 

assujetties à reprendre les mêmes valeurs chaque fois que 
æ augmente de Ax, et d’ailleurs arbitraires : la différence 
Av étant nulle, en vertu de cette hypothèse, pour toutes 
les valeurs de x, de la même manière que si ® désignait 
un paramètre constant. Tant que la variable y n’in- 
dique que les termes successifs d’une série dont x est 
l'indice, cette distinction n’est d'aucune importance, 
puisque la fonction +, aussi bien qu'une constante pro- 
prement dite, conserverait toujours la même valeur nu- 
mérique pour toute la série des valeurs de y; mais quand 
au contraire x et y sont des variables continues, la fonc- 
tion © varie avec æ; et il ne s’agit plus que de la dé- 
terminer de manière que la courbe dont y est l’ordon- 
née se confonde avec une courbe tracée arbitrairement 
entre les abscisses x,,1,+Ax. 

Soit F(x, y,a)}—0 l'intégrale d’une équation aux dif- 
férences du premier ordre, avec la constante arbitraire 
a : elle deviendra 

F(x,7,9)—0, (5) 
quand on y remplacera la constante par la fonction ar- 
bitraire ©. Nous supposons que l'intégrale F —o ne 
contient pas de fonctions telles que (—1}", incompa- 
tibles avec l'hypothèse de la continuité des variables 
YF. 

Désignons par fx l’ordonnée de la courbe tracée ar- 
bitrairement entre les abscisses Los Lo AT : on aura, 
pour les valeurs de x comprises entre ces limites, 

M 0) 0 SOUMET 


D désignant une fonction déterminée et connue. Il suf- 
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fira donc [livre V, chap. XIT] de développer en série 
trigonométrique convergente la fonction zx donnée 
entre les limites 4,,x,+-Ax, puis de reporter cette série 
à la place de © dans l’intégrale (3). 

Si l’on avait l'intégrale seconde d’une équation du 
second ordre avec deux constantes arbitraires &,b, on 
en tirerait deux équations de la forme 

Mr,),4yia) net, .(2Y,A7,0)=—= 0; 
et en remplaçant &,0 par deux fonctions périodiques 
arbitraires ®,01; 

F(x,7,A7;,9) —0, F (23 ATP, EE 0. 
Soit (entre les limites x,, x, HAx) y—fx, ess CRT 
viendra 
PÉPAET, Ter DO ED, Fr, 172,08 0) 
d'où 

p— Dr, 9, —®D,7; 

et il ne s'agira plus que de développer les fonctions 
données Dx, P:x en séries trigonométriques, pour les 
substituer ensuite au lieu de a, à dans l’intégrale seconde. 
Le même calcul s’appliquerait aux intégrales d’un ordre 
quelconque, mais on a besoin de le modifier dans le cas 
où les différences de la variable x ne sont plus cons- 
tantes. 

622. Prenons pour exemple l’équation traitée ci-des- 
sus [611] 

Van = Te 2 
dont l'intégration, lorsque x et y sont regardés comme 
des variables continues, revient à déterminer la fonction 
«) par la condition 


Rare ta 0. (4) 
Nous avons trouve a on ÿ satisfait en prenant 


pese ie à re : 
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mais, ici, les constantes x,, c perdent la signification 
qu’elles avaient lorsque x, y désignaient les termes cor- 
respondants de deux séries distinctes; et l'équation (5) 
étant regardée comme une solution de l'équation (4), on 
peut, sans restreindre l'étendue de cette solution, rem- 


: 
placer c*° par c, ou, ce qui revient au même, poser 
X—=1. On a ainsi ‘- 
PAUL CHANCES (6) 
Remarquons maintenant que cette équation résulte de 
l'élimination de z entre les deux équations 
x— vi, y cit ci, ? 
dans lesquelles z est une variable qui croit par diffé- 
rences constantes, égales à l'unité. On y peut donc rem- 
placer la constante c par une fonction périodique de 2, 
o(sin 2 ri, cos 274), qui ne change pas de valeur quand 
augmente de l’unité : ce qui revient à écrire, au lieu de 


l’équation (6), 
los los 
NL Le(sin ATAEES cos Re) 


log 2 log 2 
. 2Tlogx HIOTEAN ESS 
4 [+ (sin Rose 2? cos TRES rs ) “y(r) 


Toutes les formes de la fonction d, comprises dans la 
précédente formule, satisferont à l'équation (4). 

Il est facile de voir que l’on pourrait construire la 
fonction Ÿ dans toute l'étendue de son cours, en vertu 
de l'équation (4), si l’on traçait arbitrairement la courbe 
dont cette fonction est l’ordonnée, entre les abscisses 
Los 22 À, désignant une abscisse quelconque, différente 
de zéro. Soit fx cette valeur donnée de dx, entre les li- 
mites indiquées ci-dessus : on aura ; 

Na)=gr+—, d'où pi (p) 


pa 
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En conséquence ® sera une fonction de z assujettie à re- 
prendre les mêmes valeurs quand # augmente de lunité, 
et à se confondre avec une fonction donnée de : entre 
les limites 


..:-logæ, 


log 2x, 
A ; —— . 
0g 2 


PIEAI == as 
On pourra donc exprimer ® en série trigonométrique 
de #, remettre pour Z sa valeur en x, et substituer dans 
l'équation (7) cette valeur de +, au moyen de quoi la 
fonction dx aura reçu l’expression qu’elle comporte. 

Les deux termes du dernier membre de l’équation (7) 
se réduisent à l’unité pour x—o, à cause que les quan- 
tités de la forme sin (Æ ), cos (Æ ), quoique indé- 
terminées, sont comprises entre des limites finies [618] : 
d’ailleurs on tire directement de l'équation (4), L(o)—2, 
quelle que soit la forme particulière de la fonction Ÿ, 
pourvu seulement qu’elle soit assujettie à rester constam- 
ment positive, condition sans laquelle la formule (7), 
dont le dernier membre est essentiellement positif, ne 
pourrait subsister. | 

En différentiant l'équation (4) par rapport à x, on a 
V'(2x)—yx.Ÿ x, d'où y (o)}—0, quelle que soit la forme 
particulière de la fonction 4. 

La formule (7) ne s’étendrait pas aux valeurs néga- 
tives de x, parce qu'en effet la fonction px ne peut être 
construite au moyen de l’équation (v) que pour les va- 
leurs positives de æx—2°, après qu'on s’est donné Ja 
forme de la fonction fx entre les abscisses æ,,2%,, « 
désignant une abscisse positive. 

Ajoutons ici une remarque essentielle et dont il ne 
paraît pas que les auteurs qui ont traité de ce point d’a- 
nalyse aient tenu compte : c’est que la formule (7), 
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malgré sa généralité, ne satisfait pas aussi géuéralement 
que possible à l’équation (4); précisément parce que 
l'emploi de cette formule suppose que la fonction Ÿ reste 
constamment positive, et par suite que la fonction fx, 
donnée entre les limites +,, 2x, est elle-même constam- 
ment positive entre ces limites. Or, rien n’empêcherait 
de construire la fonction 4 hors de ces limites, en vertu 
de l'équation (4), quand même la fonction fx serait 
constamment négative ou passerait du positif au néga- 
_tif entre les limites x,, 2x. 

623. On a ramené à l'intégration d'équations aux 
différences, entre des variables continues, la détermina- 
tion des fonctions arbitraires dans les intégrales des 
équations aux différences partielles; et quoiqu'il ne pa- 
raisse pas que ce rapprochement mène à des applications 
vraiment utiles, il convient de l’indiquer pour l’enchaï- 


nement des théories. Un seul exemple remplira suffisam- 
ment ce but. 


Soit l’équation 
2=q(x + ay) +ÿ(x— ar), 
provenant de l'intégration de l'équation aux différences 
partielles du second ordre 
d?z , d?z 
dx*° dy° 
et dans laquelle on se propose de déterminer les fonc- 
tions arbitraires ©,Ÿ, par la condition d’avoir 


? 


DORDOUL LV — 740 ae) DOUL eee, 
ce qui revient à donner les courbes d'intersection de la 
surface dont x, y, z désignent les coordonnées courantes, 
et de deux plans menés suivant l’axe des z. 

On aura 


T. II. OÙ 
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fx = œfax(i + am)] + bla(i—am)], 
fx = gla(i + an)] + Wa(i— an)|; 
et si l’on pose successivement 
x(i—am)=v, ax(i—an) =, 


ces équations prendront la forme 


(=) = Em) +8) 


ç a 1+an | (8) 
(: —) UE (Te) Re l 


En combinant ces équations par voie de soustraction, 


on élimine la fonction et l’on a 


1 am 1+-an (Q 3.0 
dant: Vo Gmnee e 'emen  CS 
1/10) 1 A7) I — ain I— an 


ou plus simplement 


(Au) — qu = Fu, (9) 
en posant 
1+an (1+am)(1 —an) 
a, VE , te | Me , 
I1—an (1—am)(1 + an) 


et en désignant par Fu une fonction dont la composi- 
tion est donnée. Or, il est clair que l’équation (9) peut 
se ramener à une équation aux différences, comme l’é- 
quation (4) du n° précédent, et se traiter d’une ma- 
nière analogue. Ainsi, quand on regarde w et gu comme 
des fonctions de l'indice z, qui croît par différences 
constantes égales à l’unité, on a 

Utah, gui du, d'où u;=u,hi, p—=2Mu,h), 
Après que l’intégration indiquée par le signe X aura été 
effectuée, on remettra pour # sa valeur en w, et l’on 
aura ou exprimé en fonction de 4: cette fonction devant 
contenir, au lieu de constante arbitraire, une fonction 
arbitraire qui ne change pas de valeur par ie change- 
ment de w en Au, ou une fonction de la forme 
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& (sin res aa. sn A à 
gh loghk 7 
On remettra pour w, dans qu, sa valeur en v, et l’une 
quelconque des équations (8) déterminera la forme de la 
fonction . 

Mais il faut bien remarquer que les données de la 
question ne font point connaître la forme de la fonction 
ou entre des abscisses telles que &,, Au,, et par con- 
séquent ne conduisent pas à la détermination de la 
fonction arbitraire & qui entre dans l'intégrale aux 
différences de l'équation (9); sans compter que cette 
intégrale, quoique complète, peut ne pas avoir autant 
d’étendue que l'équation (9), ainsi que nous lavons fait 
observer dans le n° précédent, au sujet de l'intégrale de 
l'équation (4). Il faut donc regarder comme une simple 
transformation analytique, qui au fond n'avance pas la 
solution du problème, ce procédé pour la détermination 
des fonctions arbitraires dans les intégrales des équations 
aux différences partielles : procédé qui a occupé les 
géomètres, avant que les applications à la physique 
eussent fait envisager la même question sous d’autres 
faces. 

624. Parmi les problèmes de pure géométrie, dont la 
solution peut se rattacher à l’intégration d'équations aux 
différences, entre des variables continues, nous citerons 
le suivant, connu sous le nom de problème des trajec- 
toires | réciproques. On demande de tracer une courbe 
MM (fig. 104) telle que, si l’on construisait la courbe 
NN' qui lui est symétrique par rapport à l’axe des y, 
et si l'on imprimait à celle-ci un mouvement de trans- 
lation parallèlement à l’axe des y, elle couperait toujours 
la première sous un angle constant «sat ; as,«t étant 


Da 
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les tangentes aux deux courbes, menées par le point & 
où elles coupent l’axe des y. 

Soient p,q deux points pris sur l'axe des x à égales 
distances de l’origine ; menons les ordonnées pr, qnn', 
et traçons la trajectoire vw” qui passe par le point x: 
l'angle vr/9=Naq, puisque la trajectoire NN” s’est trans- 
portée en vwv’ en glissant parallèlement à l'axe des y; 
l’angle Nrg est égal à Myp, à cause de la symétrie des 
courbes MM’, NN’ par rapport au même axe; donc 
l'angle an v—=an'q+qn\=an'q+-Mmp. Mais on a aussi, 
par hypothèse, an'v—x, et si l’on désigne par fx lor- 
donnée de la courbe MM, par x et —x les abscisses 
Og, Op, il viendra 

; I 1 
tang an q TE tang Mrp As 
par conséquent la fonction f”x doit, d’après les condi- 
tions du problème, vérifier la relation 


arc ung 7, +- arc ang 7 rm À (ro) 
Posons 
I I 
es PS ARR mn (11) 


l'équation (10) devient fxÆf—x)—0; et elle exprime 
que la fonction f, qui d’ailleurs peut être prise arbi- 
trairement, est une fonction impaire. 
On tire de l’équation (11) 
Pas I __1—tang;a.tang fx, 
tang(+a + fx) tang<a<+tangfx ? 
mais quand fx désigne une fonction impaire quelconque, 
tang fx désigne aussi une fonction impaire quelconque : 
donc on peut écrire plus simplement 


Re 
fra 1 — tangoa.fr 
tang <a + fr 
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1 — tang =. fx 
pee [RE LU 


et par suite 


tang <a + fx 
l'intégration amenant une constante arbitraire. 
Si l’on voulait rattacher cette solution au calcul inté- 
gral aux différences, on poserait 


I I 
arctang Yi, ATC Tang 7 Vip, ii —® 
Qifte J tn # f(x) 2 ii 19 
d'ou 
dre a(— os M=<a + b(— ne 
et en éliminant z, 
I b I 
Via =t + -L—=-A+Cx. 
à 2 a 2 
Les lettres a, b,c désignent, dans le cas de la disconti- 
nuité des variables, des constantes arbitraires qui devien- 
nent, dans le cas contraire, des fonctions de ; assujetties 
seulement à ne pas changer de valeur lorsque £ aug- 
mente de l’unité ou lorsque + se change en — x. Donc, 


dans l'équation 


arciang —— Latex, (12) 


s7a 


c représente une fonction paire quelconque, et «x une 
fonction impaire quelconque de la variable x; au moyen 
de quoi les résultats exprimés par les équations (11) et 
(12) coïincident. Ce raisonnement a la rigueur exigée, 
parce qu’on peut concevoir que le passage de la discon- 
tinuité à la continuité n’a lieu qu’après l'élimination de 
la fonction discontinue (—;); mais on vient de voir 
qu'il est plus simple de n'y pas recourir. 


6 2. Des équations aux différences mêlées. 


625. On appelle équations aux différences mélées 
celles dans la composition desquelles entrent à la fois les. 


La 
518 LIVRE VIE —— CHAPITRE IV. 


coefficients différentiels et les différences fimes d’une 
fonction, comme aussi celles dans lesquelles figurent les 
coefficients différentiels d’une différence ou les diffé- 
rences d’un coefficient différentiel. Des équations de cette 
nature se rencontrent, non-seulement à l’occasion de 
problèmes de géométrie qui ne sont guère que de pure 
curiosité, comme celui du n° précédent, mais encore 
dans les recherches analytiques qui se rattachent à lin- 
tégration complète des équations aux différences par- 
elles, et à la détermination des fonctions arbitraires 
d'après des conditions physiques données. 

Supposons, pour prendre un exemple, qu'une fonction 
fx soit assujettie à vérifier l'équation 

fa fx + 0) [fr + f(x Lol]—0, (13) 
F, l désignant des constantes : si l’on pose /x—y, 2/—Ax, 
cette équation prendra la forme 
PA M EL 


dx 
et elle sera aux différences mélées, d’après la défini- 
ion que nous venons de donner. 
On y satisfera en posant 
= fx = À coskr + B sin 1, 
À, B, à désignant des constantes : car il vient en consé- 
quence de cette supposition, 
fax+f (x+2l)—2{AcosA(x+72)+4Bsin Xx+4-7)]cosW/, 
Jfax— f (x+4+o2l)—0[Asin Xx+47)—Bcos\Kx+7)]sin\/, 
J'x— f(x + 2l)—=2[A cos\(x +41) +4+ Bsin Xx+4-2)]x sin, 
d'où, en vertu de l'équation (13), 
2[ À cos (x + 7) + B sin (x + /)] TA sin X/—#° cos \/] — 0. 
Si donc on désigne par A;, B; des constantes indétermi- 
nées, et par À, l’une des racines, en nombre infini, de 
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l'équation transcendante 

À sin — #? cos M—0, (14) 

on pourra poser, à cause de la forme linéaire de l’équa- 


tion (13), 
fx X.A;cos k:r + X.B;sin kr, 


la sommation s'étendant à toutes les valeurs de lin- 
dice £. 

La formule précédente donne 

Z. A; cos Aix — | fx + f(—2x)]= fx, (15) 

2.B; sin kr 1 fx —f(—x)] Fr; (16) 
et par là on arrive à la détermination des coefficients A;, 
B;, quand la fonction fx est donnée entre les limites 
—l,+-{, ou quand les fonctions fx, Fx, dont la pre- 
mière est nécessairement paire , et la seconde nécessai- 
rement impaire, sont données entre les limites o, /. 

En effet, si l’on désigne par ?” une valeur particulière, 
et d’ailleurs quelconque, de lindice #, on tirera de lé- 
quation (15) 

l sim(i—:r) sin(k;+2:)/ 
Je cos À;6.fédEt — X. À; (NE | QU DE) 
SSA, (RER ; Sin À;/. cos h;l — À; sin Ar. Re). 
Ai —X; 
En vertu de l'équation (14), le coefficient de A; s'éva- 
nouit pour toutes les valeurs de ? différentes de 7’; lors- 
que iv, ce coefficient se présente sous la forme ? et il 


a pour valeur 
2Àl + sin 214 


4: Ë 


l 
sf COS AE . FEdE 
Asa ci pAa LUN Er RE, 
"OU OX ASIN À 


L'équation (16) donne 
S:Bà,cos x —"F'x, 


on en conclut 
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et par conséquent 


4 [. noi AE. F'Ed£ 


i 


Xl + sin 2À4 

En général, les intégrales de toutes les équations li- 
néaires, aux différences mêlées, s’expriment par des 
sommes d’exponentielles, de sinus ou de cosinus, qui 
ont pour paramètres les racines en nombre infini d’une 
équation transcendante, et qui sont affectés de coefficients 
constants et arbitraires. 

Lorsque l'équation aux différences mêlées, linéaire ou 
non linéaire, est susceptible de s'intégrer, d’abord par 
rapport aux différences finies, ensuite par rapport aux 
différentielles, ou réciproquement, on dit qu’elle est aux 
différences successives ; et l'on peut concevoir qu’elle 
résulte immédiatement, ou d’une différentiation effectuée 
sur une différence, ou d’une différence prise après une 
différentiation. Ainsi rien n’empèêche de regarder l’équa- 
tion (10) comme une équation aux différences succes- 
sives; car, en la traitant, on a d’abord déterminé la 
fonction f'x par une opération équivalente à une inté- 
gration aux différences, et ensuite on est remonté de la 
fonction fx à la fonction /x par une intégration pro- 
prement dite. 


$ 3. Notions sur les équations aux différences finies, à deux variables 


indépendantes. 


626. Nous ne quitterons pas cette matière sans par- 
ler brièvement de l'application du calcul des différences 
finies aux fonctions de deux variables. 

Soit z une fonction de deux variables æ, y, qui crois- 
sent par différences constantes Ax, Ar; désignons par 
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A,3, A,3 les différences partielles de la fonction z, prises 
en faisant varier séparément x et y, et par Az la diffé- 
rence totale : on aura 

A A,3—A,A,;z, 234 Az—2+ 0,7 + À,(2 + Az), 

d'où Az—A,2A,2—HA.A,z, résultat qu’on peut exprimer 
par léquation symbolique 

Az={[(i1+A)(i+A,)—:1}z. 
On trouverait de même 

Mz—[(1+A,)(1+A,)— 1e, 


Be f(r + A)(1+ À) — 1]; 
et, si w désignait une fonction d’un nombre quelconque 
de variables x, y, z...., on aurait encore 
Mu—{(1+A,)(14A,)(14 AÀ)...—il'u. 

Les différences Ax, Ay étant supposées constantes, on 
peut les prendre égales à l’unité [583] et admettre que 
les variables x, y passent par la série des nombres natu- 
rels : dans ce cas la fonction z,, désigne le terme géné- 
ral d’une table à double entrée [116]; x et y sont les 
indices ou les numéros d'ordre des deux entrées de la 
table, ou des deux bandes horizontale et verticale aux- 
quelles appartient la case dans laquelle est inscrite la 
valeur z,.. 

Quelles que soient les valeurs constantes ou variables 
des différences Ax,Ay, les différentes valeurs dont la 
fonction z est susceptible ne peuvent être déterminées 
et coordonnées en table, que si l’on détermine la série 
des valeurs par lesquelles passe la variable x et celle des 
valeurs par lesquelles passe la variable y. Appelons £, r 
les indices de ces deux séries : æ sera une fonction dé- 
terminée de l'indice #, et y une fonction déterminée de 
l'indice 7’; donc on pourra regarder z comme une fonc- 
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tion des indices 2, z', qui sont des variables discontinues, 
jouissant essentiellement de la propriété de croître par 
différences constantes, égales à l'unité. Donc réciproque- 
ment, dans tous les raisonnements indépendants de la 
forme de la fonction z,,, on peut, sans en restreindre 
la généralité, supposer Ax—1, Ay—=1. 

627. Pour indiquer seulement la nature des relations 
exprimées par les équations aux différences, dans les- 
quelles figurent plusieurs variables indépendantes, pre- 
uons l'équation très-simple 

Bet = 2 pi 1 (a) 
et admettons que l’on donne la fonction z,.—f;x : on 


Lirera de l’équation proposée 
D er fe ec os JOU IN ZX, 
et par conséquent 
RARES PE EN 
On déterminerait de même z,,,2,3,..... et enfin z,,, 
> ayant une valeur positive quelconque, et x une valeur 
positive ou négative. ; 

La fonction initiale fx reste arbitraire, el en outre 
les intégrations successives introduisent dans les fonc- 
tions f,x, fx, etc., des constantes arbitraires, dont la 
série prolongée jusqu’à l'infini, sera implicitement dé- 
terminée si l’on assigne la fonction z,, pour toutes les 
valeurs positives de y. 

Mais si l’on donne la fouction 3,,—F,y pour toutes 
les valeurs de y, tant négatives que positives, la fonc- 
tion z,,—{,x ne reste arbitraire que pour les valeurs 


négatives de +, et elle est au contraire implicitement 
déterminée pour toutes les valeurs positives de la même 
variable. En effet, l'on tire de l'équation (x) 

ZE, 4 (y — és By, 4#2F (7 — 1)+F(y—2); 
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on déterminerait de même 23}s Zi,p- ONE) L\ Ayant 
une valeur positive quelconque, et y uneevaleur positive 
ou négative. 

On peut considérer l'expression de Z,, qui s'étend à 
toutes les valeurs de y et aux valeurs positives de x, 
comme ayant une étendue comparable à celle de l’ex- 
pression de la même fonction qui s'étend à toutes les 
valeurs de x et aux valeurs positives de y : cependant 
la première ne comprend essentiellement qu’une fonction 
arbitraire F,y qui doit être donnée entre les limites 
—® ,—-oo ; tandis que la seconde comprend deux 
fonctions arbitraires, savoir fx qui doit être donnée 
entre les limites —% , Ho ,et F, y qui doit être donnée 
seulement entre les limites o, oo. Ce fait d'analyse 
tient à ce que les variables x,» n’entrent pas symétri- 
quement dans l'équation (x), et il a de l’analogie avec le 
cas de réduction des fonctions arbitraires, dans les in- 
tégrales des équations ordinaires aux différences par- 
tielles, où les plus hautes dérivées de la fonction ne sont 
pas de même ordre par rapport à chaque variable in- 
dépendante; mais il offre de plus cette circonstance 
singulière (qui ne nous paraît pas avoir été remarquée) 
que le nombre des fonctions arbitraires indépendantes 
varie selon le signe dont les valeurs numériques des 
variables indépendantes se trouvent affectées. 

Pour les valeurs négatives de y, la table des quan- 
tités z,, se construirait sans qu’on eût besoin de connaitre 
autre chose que la fonction fx entre les limites Ho : 
en effet l’équation (x) doune 
Zen Ti), 2,3 (+42) —2f, (x + 140 etc. 

Au contraire, la construction de la table, pour les va- 
leurs négatives de x, exige qu'on assigne la fonction F, x 


5924 LIVRE VIEIL — CHAPITRE IV. 


entre les limites Ho , et en outre la fonction f,x entre 
les limites 0, — ; car on tire de l’équation proposée 

tn up PUY 1); 
équation aux différences, d’où l’on ne peut tirer z_,, que 
par une intégration relative à y, qui amène une cons- 
tante arbitraire. Le passage de z_,,, à z_,,, en amènerait 
une autre, et ainsi de suite. 

Supposons que nous voulions construire la table des 
valeurs de la fonction z,,, seulement pour les valeurs 
positives de x, y, et qu’on ait z,,.—f1—1, pour toutes 
les valeurs positives de x. Admettons de plus qu'on 
A Zoo 1 Et 2, —F,.)—0 pour toutes les valeurs posi- 
tives de l'indice y : il vient, par suite de ces hypothèses, 


Pia. I —= TL, 


nes 
112 
. t(xæ—1)  X(x—1)(x —2) 
ER Te à — 
1 1/23 


0... 0e eo . , 


a(x —1)(x—2)...(x—y+#1). 
a 


200 7 


c'est-à-dire que la fonction z,,, définie par l'équation (&), 
est, en vertu des hypothèses sur les fonctions initiales, le 
coefficient de 4°” b’ dans le développement de la puis- 
sance (a+b}. 

Si x,y désignaient des variables continues, la surface 
dont l’ordonnée verticale est z,, pourrait être construite 
pour toutes les valeurs positives de x, moyennant qu'on 
donnerait la valeur de la fonction pour toutes les va- 
leurs de » et pour les valeurs de x comprises entre o ct 
1, ou la bande de la surface comprise entre le plan 


des »z et un plan parallèle mené à la distance 41. En 
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effet, soit F(x,7) la fonction donnée entre ces limites, 
on aura 

Zita, = F(a,y)4+F(x,y —1), 
oo Fey) 2F(ay—1) + Fay), 
et ainsi de suite. 
628. Considérons encore l'équation 


Zrdi,y 7 ra Fax, y = Lz,7r F5 Zx, y—1 (B) 
à laquelle on peut donner la forme 
NÉ 7er (B) 
et qui est analogue à l’équation des cordes vibrantes 
d?z He 
LS &) 
FES Fa 


Il y a ceci de remarquable que l'intégrale générale de 

l'équation (b) aux différences partielles, savoir 

2= (x +7) + Ye — 7), (>) 
o,% désignant des fonctions arbitraires, satisfait aussi aux 
équations (6) et (B) aux différences finies, comme on le 
vérifie sans difficulté. 

La table des valeurs de la fonction z,, se construit, 
en vertu de l'équation (8), pour toutes les valeurs des 
variables x, y, si l’on donne arbitrairement, pour toutes 
les valeurs de x, les deux fonctions z,,—f,%, z,, fit; 


car 1l vient : 

Zen —=f,(t+i)+f,(t—1)—f;xr, 

zsf,(x+o)+f,x+f.(x-2)-f(x+i)-f,(x-1r), etc. 
Zen f(x +1) + f(x —1)—f,x, 
nat, (x +2) +fiz+f(x-2)-f;(ætr)-f.(x—1), etc. 
Avec les mêmes données on déterminerait dans l'inté- 
grale (z) les fonctions @ et Ÿ; car on aurait 

or +br=fx, 9x +Wx—2)—f,(x—:1), 

d’où 


br —VWr—2)—fix—f(x— 1), 
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équation aux différences finies entre deux variables, qui 

fait connaître la fonction 4 et par suite la fonction +. 
Il vient …—4, si l’on a entre les fonctions f,,f, la re- 


fix —<f(x + x) + 2f (x — 1); 
et alors l'intégrale prend la forme 
By 3 Dot HT) + sr — 7). 
Admettons que la fonction z,, ne soit donnée qu'entre 


lation 


les limites 4—0, x—{, mais que les fonctions z,,, z,, 
soient assujetties à rester nulles pour toutes les valeurs 
de y: on aura, en vertu de ces conditions, 
ro (— y), fr —f(—x), 
LH Ne -L EU But oi) if ÉD 
La première de ces équations nous montre que la fonc- 


tion f,, prise dans toute son étendue, est impaire; la se- 
conde, que cette fonction est périodique; en sorte qu’il 
suffit qu'elle soit donnée entre les limites o,/ d’une pé- 
riode, pour qu'elle doive être réputée donnée dans toute 
l'étendue de son cours. 

Quand x,y désignent des variables continues, l’équa- 
tion (z) n’est plus qu'une intégrale particulière de lé- 
quation (5) à laquelle on satisfait plus généralement par 
la formule 

Ze, = De +7, 0(x,7)] + Vlr — 7,07), (2) 
d,w, étant des fonctions arbitraires de x, y, assujetties 
seulement à ne pas changer de valeur quand ces variables 
augmentent de l'unite. 

Au lieu de prendre Ax=1, Ay=—1, on peut supposer 
Ax—h, A y—h, À désignant une constante quelconque ; 
et suivant qu'on regardera les variables x, y comme 
discontinues où comme continues, on exprimera encore 

par (z) ou par (Z) l'intégrale générale de l'équation 
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Tag À Bey  Bay4h À Zr,y—h 3 (B,) 
qui peut, à cause de Ax—Ay—}, se mettre sous la 


forme 
Aa, A jy h (B,) 
Az? Ay * ï 
Dans ce cas les fonctions &, &: se trouvent assujetties 
à ne pas changer de valeur quand + ou y augmentent 


de 2; ou, si lon veut, & et &, sont fonctions des 


quantités 
. 27X TX . OT TV 
sin —-> COS ——, sin un OS De (H) 
h h h h 


Faisons converger la constante vers zéro: à la li- 
mite l'équation (B,) se changera dans l'équation {d); et 
comme les fonctions (H) éprouvent une solution de con- 
tinuité pour #—o, l'équation (2), délivrée de ces fonctions 
discontinues, et qui est d’ailleurs indépendante de #4, 
donnera l'intégrale la plus générale de Péquation (B,), 
dans l'hypothèse de la continuité des variables et pour 
h—0; c'est-à-dire qu’elle donnera lintégrale la plus ge- 
nérale de l'équation (0), comme cela résulte directement 
de la théorie des équations aux différences partielles in- 
finiment petites. 
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Page 313, ligne 7 en remontant, aprés cédant à l’action de la 
pesanteur, ajoutez et dont la vitesse resterait très-petite, par 
l’effet des frottements et des autres résistances. 
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